本 书 主要 介绍 了 集 值 映 射 的 连续 性 \ 连 续 选 择 与 连续 远近 , 攀 能 不 等 式 
与 不 动 点 定理 ,Ekeland 变 分 原理 , 切 人 能 与 集 值 映射 的 导数 , 集 值 映 射 的 可 测 
性 与 积分 , 集 值 测度 , 模 精 集 值 分 析 等 . 内 容 既 包括 集 值 分 析 的 基础 理论 ,也 
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集 值 分 析 是 20 世纪 40 年 代 以 后 莲 勃 发 展 起 来 的 一 个 现代 数学 分 支 ， 作 为 建 
立 非 线性 问题 数学 模型 、 解 决 非 线性 问题 的 数学 理论 和 有 力 工具 ， 它 已 经 成 为 非 
线性 分 析 的 重要 组 成 部 分 ， 在 控制 论 和 微分 对 策 、 数 理 经 济 学 和 决策 论 、 非 线性 
最 优化 、 生 物 数 学 、 物 理 以 及 拓扑 学 、 泛 防 分 析 、 变 分 学 、 通 近 论 、 丁 分析 与 非 
光滑 分 析 、 微 分 方程 与 微分 包 合 等 众多 领域 内 有 着 广泛 应 用 . 它 的 思想 方法 也 已 
渗透 到 许多 社会 科学 、 自 然 科学 以 及 技术 领域 的 研究 之 中 .现在 关于 集 值 分 析 理 
论 和 应 四 的 研究 方兴未艾 、 生 机 勃 勒 .国外 关于 集 值 分 析 及 其 应 用 方面 的 专著 已 
相继 出 现 ， 国 内 在 集 值 分 析 应 用 领域 的 专著 中 也 含有 关于 集 值 分 析 相 关内 容 的 介 
绍 ,但 作为 一 本 既 包 含 集 值 分 析 基 本 内 容 又 反映 国内 在 这 一 领域 茶 些 方面 研究 成 
果 ， 同 时 还 适应 有 意 从 事 集 值 分 析 研 究 和 应 用 的 读者 需要 的 集 值 分 析 方 面 的 专门 
著作 ， 国 内 尚未 多 见 . 因此 ， 作 者 愿 作 掀 砖 引 玉 之 尝试 ， 

篇 单 地 说 ， 集 值 分 析 是 在 拓扑 学 、 泛 函 分 析 、 抽 象 代数 等 现代 数学 学 科 基 础 
上 研究 集 值 映射 的 极限 、 连 续 、 可 微 、 可 测 、 可 积 等 分 析 性 质 及 其 应 用 的 一 个 现 
代数 学 领域 .本 书 力求 在 一 定 程 度 上 做 到 一 方面 对 集 值 分 析 知 识 尽 量 做 较 完备 的 
介绍 ,一 方面 又 使 篇 幅 不 大 ， 使 读者 不 耗费 太 多 时 间 、 不 花费 太 大 精力 、 不 需要 
太 深 的 基础 知识 就 可 对 集 值 分 析 有 较 全 面 的 基本 了 解 和 掌握 ， 所 以 在 写作 过 程 中 
我 们 的 指导 思想 始终 是 ， 一 、 内 容 的 选取 侧重 于 基本 概念 、 基 本 理论 、 基 本 思想 
和 基本 方法 ,保证 重点 ， 削 枝 强 干 ， 同 时 兼顾 最 新 进展 ; 二 、 内 容 顺 序 的 安排 既 
参照 经 典 微 积分 的 体裁 ， 又 体现 集 值 分 析 内 容 的 内 在 联系 ， 同 时 还 顾及 到 各 部 分 
内 容 可 独立 自 成 体系 ; 三 、 思 想 方 法 上 不 把 集 值 映射 作为 到 值 域 的 窒 集 上 的 单 值 
函数 和 利用 超 空间 拓扑 来 论述 ， 而 直接 利用 极限 和 一 般 拓扑 ， 并 将 集 值 映 射 与 其 
图 像 祝 为 一 体 ， 通 过 图 像 讨论 映射 性 质 ， 通 过 选择 将 集 值 问题 转化 为 单 值 问题 ; 
四 、 内 容 处 理 上 注意 横向 之 间 的 联系 和 纵向 的 历史 与 发 展 的 关系 ， 同 时 尽量 做 到 
论述 思路 简捷 、 方 法 简便 ， 据 此 ， 本 书 主要 内 容 安排 大 致 如 下 : 

第 一 章 ， 集 值 映射 的 连续 性 是 全 书 的 基础 .主要 介绍 集 的 极限 、 集 值 映射 的 
连续 性 ， 包 括 近 十 元 年 引 人 的 多 种 连续 性 以 及 作为 线性 算 子 推广 的 闭 凸 过 稳 的 开 
映射 定理 和 闭 图 像 定理 等 ， 第 二 章 , 和 集 值 映射 的 连续 选择 与 连续 遍 近 . 主要 介绍 
Michael 连续 选择 理论 和 Cellina 连续 通 近 理论 ， 包 括 近 几 年 关于 连续 选择 存在 性 
的 特征 刻画 ，Cellina 定理 对 局 部 凸 空间 的 推广 ， 上 半 连 续 映 射 的 连续 选择 的 存在 
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性 以 及 在 不 动 点 理论 方面 的 应 用 等 内 容 . 第 三 章 ， 均 衡 交 存在 性 与 稳定 性 .主要 
介绍 集 值 分 析 中 的 两 个 非常 重要 的 厌 理 和 工具 ; 攀 徽 ‘Fan Ky) 不 等 式 和 Eke- 
land 变 分 原理 及 其 应 用 .第 四 章 ， 切 锥 与 集 值 映射 的 导数 ， 主 要 介绍 切 锥 、 集 值 
映射 的 导数 以 及 实 函 数 的 上 导数 理论 ， 包 括 近 十 几 年 关于 集 值 映射 的 导数 的 某 些 
AUR. 第 五 章 ， 集 值 映射 的 可 测 性 与 积分 ， 主 要 介绍 和 集 值 映射 的 可 测 性 和 集 值 映 
射 的 积分 以 及 集 值 测度 等 理论 ， 包括 近 十 几 年 在 这 一 方面 的 若干 最 新 成 果 . 第 六 
章 ， 模 糊 集 值 分 析 初 步 . 主要 介绍 近 十 几 年 发 展 起 来 的 模糊 集 值 分 析 的 一 些 成 
果 ， 包 括 模 糊 集 值 映射 的 微分 、 积 分 、 可 测 性 等 方面 内 容 . 第 一 章 . 第 二 章 、 第 
五 章 和 第 六 章 的 内 容 包括 了 作者 新 近 的 研究 成 果 以 及 国内 学 者 在 这 些 方面 的 工 
fe. 第 三 章 和 第 四 章 则 参考 了 Aubin I. P. 和 Frankowska H. 1990 年 出 版 的 专著 
Set-valued Analysis， 也 包括 国内 学 者 的 成 果 . 
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资助 .本 书 的 出 版 又 获得 淮北 煤炭 师范 学 院 学 术 著 作出 版 基金 的 支持 .科学 出 版 
社 宁 册 副 总 编 、 本 书 责任 编辑 毕 颖 老师 则 为 本 书 的 正式 出 版 提供 了 大 量 的 具体 帮 
助 ， 在 此 一 并 表示 囊 心 感谢 . 
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第 一 章 ” 集 值 映射 的 连续 性 


本 章 主要 介绍 拓扑 空 间 中 集 网 和 度量 空间 中 集 询 的 收 化 性 , 集 值 映 射 的 连续 
性 ,以 及 赋 范 空间 之 间 线 性 算 子 的 集 值 模拟 一 一 闭 凸 过 程 (closed convex processes) 
的 性 质 . 


81.1 人 和 集 的 极限 
1.1.1 拓扑 室 间 中 集 网 的 收 敏 性 


i X 为 拓扑 空间 , p ( X) dcs X 的 所 有 子 集 构成 的 族 , po(X)= p (X) - 
1. we DD 3ESTELUD Z)SOE I R ERG) Y nEeD, nan GË nz m, 
mzl,n,m,l€D W nzeis(ii)Vn,mCD, 31€ D 818 In, m. BAA 
D #| X 的 映射 称 为 X 中 的 一 个 网 , 记 为 {x ED 上 每 个 从 呈 到 户 (X) 的 映射 称 
为 义 的 一 个 集 网 , 记 为 {A,,nEDI|. 

定义 1,1.1 设 ijz,,nEDi 为 多 中 的 网 ,rE X. 

(1) 若 对 r 的 每 个 邻 域 U, dn € D 18 V m€ D, mEn 时 zx, € U, WF + 
为 1z ,nD:; 的 一 个 极限 点 . 

(2) EY nE D 和 的 每 个 邻 域 口 ,mED, mEn, £n € U WJ > 为 | x, 
XDD'! 的 一 个 聚 点 . 

EX 1.1.2 ” 设 {A,,nEDDi} 为 XX 的 集 网 .出 

(1) 点 z€ X ESL A,, n € DI II WN ERA] z 的 每 个 邻 域 U, 3 > € D fii 
# V mC D,m2 n MAN UG; 

(2) A +€ X 称 为 | AoE 了 Di 的 聚 点 是 指 对 x 的 每 个 邻 域 U AY C D, 
3m€ D,n2xn Ap 120; 

(3) 称 集 lim inf A, 7 Iz € X c IA, n ED RRRA I A 08 € DIR 
极限 ， 
(4) 称 集 lim sup A, 2ÍIx€ Xlz A] A n C DIEA |A n EDIKE 
极限 ; 

(5) Æ lim sup A, = lim inf 4,=A, 则 称 A 为 14。,zEDi 的 极限 ,或 称 网 
Ann EDIKT A JEH lim A,— A. ERTER A, , n € DECRE. 

显然 ,对 集 网 14 ,zz € DUÉ lim inf A, Clim sup An, H X X lim supA, C 
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lim inf( X N A, ). 

命题 1.1.3 VIA, nC DUE X 的 集 网 . 则 

(1) lim infA = {ziz Íz, ,nnED] 的 极限 点 , V a 6 D,z,€ A,l; 

(2) lim supA, = |z |z Alz, nE DIR, V nC D, ,>, C A, l. 

证 明 可 直接 由 定义 得 . 

命题 1.1.4 PHA, n€ DI IB, n€ D] X ERES. Wi 

(1) lim sup( A, U B, ) =lim supÁ, Ulim supB, ; 

(2) lim inf( A, (| B, ) Clim infA, [llim infB,; 

(3) lim inf( A, U B,)-lim infA, Ulim infB,; 

(4) lim inf( A, U B,) Clim infA, Ulim inf B, U (lim supA, [llim supB, ). 

证 明 (1) 显然 ,lim sup ( A, U B,) D lim supA, U lim supB,. Ë +ç € 
lim sup( A, U B,) Æ zo €lim supA, MÉ y 的 邻 域 Up, 且 n9 € D f£ Vn € 
D, nno 时 ， U A, = Z. WE U 为 to 的 任 一 邻 域 ， ki n € D , MFE zo 的 邻 域 
UCUNU, Æ n ED, $Ë n Sng, H n'n. H =o £ lim supl A, U Bp), %8 Im 
ED, mèn UI (A, U Bn) AD. Wi mno, ULC Us, MA UL A, = PL 
Uif1B,z £.XH mn, UDU, 知 UN B, Z. B zo € lim supB,. Pi 
lim supl A, U B, ) Clim supA, U lim supB,. 

(2) 和 (3) 可 直接 由 定义 得 . 

(4) 由 lim infA, C lim supA, Æ lim infB, C lim supB, 知 (4) 式 右 端 等 于 
(lim inf A, Ulim supB, ) N (lim supA, Ulim infB,). 

由 对 称 性 ,只 须 证 lim inf A, U B, ) Clim infA, Ulim supB,. V zÚ € lim inf( A, 
UB,) Æ zo €lim supB; ; 则 有 zo 的 邻 域 Uo HI n9 € D N m € D, mz ny, 
BaN U 7 Ø. IDE z WER UM UN Us X xo 的 邻 域 ,所 以 jn1ED 使 
f$ Y n € D,nZn (CA, U B.) (Un D UDAZ. E n; € D f n; ng, Hoz 
nio MY n€ D,nZen; B B, YU = £ ,RCA,U BANCU PY UQ) =Z ,所 以 AN 
uñu, =gë,W A, N UEZ. H xo€ lim infA,. WEE. 

$5 1.1.5. HA, OS€ DIE X (658190. Jt] 

(1) lim supA, = (1 C UA); 

(2) lim infA, = (1 ( U A), HF H ERD PERGERET SR (BD V n € D, 
dmCH,mzn). 

证 明 (1) Vx € lim supA。, 则 对 z, IE SB U fV aI C D, 3m€ D, 
mEnE A, TU. BEVACU A.) YU D B zo € UAn). iH n€ D 的 任 


意 性 知 z € AY An) .反之 ,VY zo 全 AR: M As ),WV x€ D,z € (UA, Y. Br 
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以 ,对 zo 的 每 个 邻 域 U,( U AA) USE Em n UNAZAD, BI + € 
lim supA,. í 

(2) V xs € lim infA, , WX co 的 每 个 邻 域 U, 了] no € D fif V n€ D, n> 
ng, A N ULZ. LE H AD 的 任 一 共 尾 子 集 , 则 对 a € D, 3m € H,mzemno. 
An N UED, AC U A, fI UAD. PUL, xo € C UAn) t z€ N UAn). E 
之 ,车 zo €lim infA, , WA zo 的 一 个 邻 域 Ug 18$ V nC D, 3m, € D, m, >n, 
A, NU £f. iG H 7 im, nE DCD, A Ho 为 DD 的 共 尾 子 集 , 且 满 足 
CQ, An QU = D.N, zo ECU AL) TER. 

推论 1.1.6 ELA, nC DIS X RRI lim infA, 5j lim supA, 29 X f 
闭 子 集 . 

证 明 这 是 命题 1.1.5 的 直接 推论 . 

推论 1.1.7 — BIA, n € Di 为 X 的 集 网 , 则 im inf A, = lim infA, , R. 
lim supA = lim supA, . 

证 明 这 也 是 命题 1.1.5 的 直接 推论 , FUE HEREDI D BE - T AD, 

UA = 由 As 即 可 .其 实 , 右 包 食 左 显然 ,又 左边 为 包含 An 的 闭 集 当然 也 包含 


mED 


AnH 严 扣 六 任 意 知 左 包含 右 .证 毕 . 


1.1.2 度量 空间 中 集 列 的 收敛 性 


现 设 (X,d) 为 度量 空 闻 ,ACX, 记 
dalz) = d(x,A) = infa (zy) 
A x 848A HEA. d(z,@)= * o. V e>0,1u 
B(A,e€) = B,(A) = ix € Xld(z,A) € el 
称 为 A 的 s - 邻 域 . 记 
ClA,e) = GCA) = Ix € Xl|d(z,A)=< el 
称 为 A 的 e - 球 .车 XX 为 Banach 空间 ,单位 球 为 C, 则 C.(A)= A + eC. 5 A RA 
点 集 时 ,BCA ,8) 与 CCA ,e) 分 别 为 以 A 为 心 的 开 , 闭 球 . 设 M.NC X T 
d(M,N) = suplad(z,N)| x € MI,D(M,N) = max(d( M,N),d(N,M)). 
BHÍA,n€ENI-ÍA,le (CX, d) PRERA, o A dus X 的 集 网 ,所 以 定 
3.1.1.2 AX A, £C N | 也 适用 ,并 有 如 下 结论 : 
命题 1.1.8 设 1A,1,en 为 (XX,d) 中 的 集 列 . 则 
(1) 点 z€ X XA, nen ER BUS Oo limd (z, An) =0; 
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(2) 点 r€ X NA, I, ewf Es slim infd( xz, A.) 70; 

(3) fim infA, = (z€ Xi imd(z,A,) -01; 

(4) lim supA, — Ix € X [lim inig(z,A,) - 01. 

证 明 (1) 设 z 为 |4.1ren 的 极限 点 , 则 Ye>0,3N, Vn N Bir e)NA, 
ZZ. 3yC A, fiid(x, y) « e, Br d(x, A) € e, Billimd(z, A,) - 0. 5 
€, Wlimd(z,A,) -0, Ve 20, IN, Vn 2 N,d(x , AL) Ke. H3 y€ A,. 
d(z,y)Xs,Hi € B(x,e). 所 以 Biz, e)NA, Æ, BI r ALL scN 的 极限 点 . 

Q) X x IA, e BISA VemO,VaCN, 3297 n, BGz, e) NA E. 
i 3y€ A, d(r,y)< e. BETA d Cx , An) X e, Bilim infd Cz, A,) 0. EZ 8 
lim inf (A, ) — 0, MI Ve20, VECN, Jn E N sm Zk, d (E, An) s. 
3»€ A, d(y. x) € e, B yC B(r,c). BE] B(x,e)(lA,25 ,BI x 为 列 
EMPTIS 

(3) 5G) ril CU 5 (QOO REA YER. 

$35 1..9.— UA, nen OX 4) 58 P1, N 


(1) lim supA, 一 ñ xm 一 QÅ YB, e) = QA YCA (€ ) ; 
(2) lim infA, = NU NB Am sE ) = QUnc A» jg ) 


证 明 (1) fim sup= À Ar 由 命题 1.1.5(1) 可 知 . 现 设 z € ñ UA. 
Va€N H z€ UA, BIA Ve20, B, e)N. YAn) # D, R3 y€ UAn, 
dlr, y) <e, URBI 3 mZn,y€ As, d(x, y) Xe, BIA x € BCA, e). BJ] V x 
EN ,Ye>0, 3 m2, 2€ BA, e). z€ (| Ñ U BIS e). HE LM 
过 程 可 知 

n UA.20 NN AU BO, e). 
最 后 ,对 上 述 证 明 中 的 Bir e) B(A。,e) 分 别 换 成 C(z,e),C(A。,e) 仍 成 立 . 


cO». 
(2) 设 x Clim infA,, Bi limd(z, A) =0, W Y £20, JAEN, V mZ ng, 


dIE, Am) SE FA z€ BCA,, e). 8k z€ [7 Ü (1 BCA, e). c EE EXER 


t20n- lm 
Tin] Ail lim iA, D Q, Ü NB CAí 6). 最 后 ,对 上 述 证 明 中 的 B(A, ,8) 与 
diz, An) erg CCA, ,5) 与 d(x ,A,)se 仍 成 立 . 故 (2) 得 证 . 
定理 1.1.10 (Bolzano -Weierstrass-Zarankiewicz 紧 性 定理 】 可 分 度量 空间 六 


$1.2 4f [É ER $t e$. 


的 每 个 集 列 | 4,1we nw 必 有 一 个 收 合子 列 ( 极 限 可 能 为 空 集 ). 

证 明 因为 苹 可 分 ,所 以 有 一 个 可 数 开 集 族 | U, Im € N 1 满足 性 质 : 对 每 
个 开 集 UU 和 YY zC U, 3U,, 使 得 zE U, CU. 

WA. ex 为 X 的 集 列 , V n ,我 们 用 归纳 法 构造 子 列 |A* 半 .对 m=0 取 
AW — 有 Ah- 假设 前 m — 1335 ACP LO pm -1 已 经 构造 . 现 对 UU, 若 对 每 一 个 子 
AH n; ts Un N Clim supAZ" DEA, RI A — ACID .车 存在 子 列 1mn1 使 得 
Un (lim supA Q7 70) — £f RIETI At) = A 如 -中 .这样 我 们 对 每 个 x € N 都 构 
ET [A BAFA Am) A 

A(9 AP, A(2 pA e 

A(9 ASP, A US APP eee 


我 们 取 其 对 角 线 子 列 D, = A, W ED, LN TAL T 0 k ak F PIS JU, 3x € 
lim supD, ,但 xo € lim infD,. 由 命题 1.1.9(2),， 3e >0, 及 子 列 1D, |} 使 得 
Blzo,e)ND, - 2, V j€N ERU, ME z € U, C B(xo, e) WRITE 
U, r) (lim supD, ) = Z. 
因为 对 nym, E D, = AT? -AP “对 某 个 bi BEDA D, AIAD RFA, H 
U, (lim spa?) 2 gf. 
B LAT? Lu >o 的 构造 ,我 们 知 Af — A RID. BIDUR 
U,, N Clim supA 7?) = Un N (lim supAg"-?) = ff. 

X D, - AD? - APR pu Un Z m) BEDA Dyl su IR LAT ;>o 的 子 列 . 故 有 
xo lim supD, Clim supAÍ" C X N Un- I 5 z € Un TIE. BOA! D, COR. TE 
EA 

关于 和 集 族 1 A, laso h 一 07 的 收 伍 性 理论 ,读者 可 自己 建立 . 
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EX 1.2.1 Wb X,Y HEZE, FRAME F:X >p YHA X Sl Y 的 一 个 集 
值 映射 . V z€X,FGDOBNOS F Er SA WSB sk IR.Dom( F) = l> € XIFGO ZI 
称 为 F 的 定义 域 . Im(F) = U IF(z)| z€ X18259 F BER. Xic 
Graph(F) = l(z,y) € X x Yly € F(z)| 
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称 为 下 的 图 像 . 

#V rCX,F(G)Z,Hl Dom(F)= 半 , 则 称 下 是 严格 的 .本 书 总 设 集 值 映 
射 下 是 严格 的 , 记 为 F:X 一 pol Y). 

定义 1.2.2 H F:X>p( Y). (1) 车 YzEX,PFCz) 为 团 ( 凸 ,有 界 、 紧 等 ) 
集 , 则 称 为 闭 值 ( 凸 值 ` 有 界 值 、. 紧 值 等 ) 映 射 . (2) Æ Graph( 卫 ) 为 闭 ( 凸 、 质 凸 
等 ) 集 , 则 称 下 是 闭 ( 廿 , 闲 凸 等 ) 映 射 . 

ÆX 1.2.3 UE F:X—p(Y),G:X—- p ( Y). SHELE FUG, Z 
ft FNG HERY F , CERI co( F) Eli RUE oo MF V z€ X): 

(1) (FUG)(z=)= F(z=)UG(z); 

(2) CF0G)(z)2 Filz) N Gir); 

(3) F(z)= F(z) 

(4) co( F)( z) 2 co( F( x2); 

(5) co F) (x) 2 co( F(z)). 

EX 1.2.4 É F:X-—py(Y),G: Y pq( Z) SE X ERE GS F:X— 
p DIT: Vz€X,CG*F)x)- U GG). 

定义 1.2.5 W F:X—p(Y).BC€ py C YO. dd 

(1) FI(B)- Íiz€ XIF(x)1 B9; 

(2) F*(B)-ix€XIFG)CBI. 
分 别称 为 B 关于 F 的 原 像 与 核 ( 强 原 像 ) , 

XL F: X> pY) V € X, Fir) AH E JUI E 为 单 值 映 射 . 集 值 映 射 有 
许多 与 单 值 映 射 相同 的 性 质 , 更 有 许多 特殊 的 性 质 ， 

命题 1.2.6 WE F:X— p (Y) A. AL, AX, BC Y,IBli€ HC poCY), 
ju 

(1) F(A UA D) = F(A) UFLA); 

(2) FCAIT ADCFCAD OL FCA3: 

(3) F(XN AO Im( F)N F(A); 

(4) A,CAz- FUA) C F(GA;). 
其 中 F(A)= WF(z) 等 . 

(5) F (UB)-UF (B): 

(6) F '(QBOCOF (B); 

(7) F'(UBJ)OUF''(GB); 

(8) F'(OB)- DFB); 

(9) F(Y-B)-X-F*!(B); 
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(10) F*(Y-B)-X-F (B). 

证 明 由 定义 可 直接 得 到 . 

命题 1,2.7 X F:X—>p Y), G:X>pa Y), BC Y. 

a) (FUG) (B)- F (B)UG ! (Bs 

(2) (FG) KBY)CF BING B), 

(3) (FUG)* (B) - F" (EDD F^(B); 

(4) (FN G) " (B)OF* (B)UF* (B). 

证 明 由 定义 1.2.3(1)、(2) 及 定义 1.2.5 可 直接 得 到 . 

命题 1.2.8 UE FP: X— po( Y), G: Y p (Z),CCZ. JJ 

(1) (G:F) '(C)-F (G (C): 

(2) (G:F)' (C) F"(G*(C)). 

证 明 (1) (G:F)'(C)eixl(Gs F)UCOD CE! 

-ixzi 3y€ F(x), Gy MN CA 
= fel Fi NG HOZI 
=F 1(G-(C)). 
(2) (G*F)*!(C) = |z|(G+F)X(z)C-C| 
==] Vy€ F(z),G(y)CC| 
==[|F(z=)CG'1(C)] 
=F*1(G*I(C)). 

命 显 1.2.9 设 义 ,Y 为 拓扑 空间 ,下 :XX 一 po( 了 Y 了 ). 若 下 是 闭 的 , 则 下 是 闭 值 
映射 . 

证 明 YzEX, 设 y 为 F(z) 的 接触 点 ,UXV 为 (z,y) 的 任 一 分 域 , 则 VV 
为 y 的 邻 域 ,有 VOU F(z)>@. MACU x VO Graph( F)Z @.#k (r, yA 
Graph( E) E) ftii. Bi Graph FP) BIA (x , y) € Graph(F). M,A y € F(x). f 
F(x)XBIf& . WER. 

一 般 地 ,命题 1.2.9 的 逆 是 不 成 立 的 . 

例 1.2.10 X-Y-R,.F:X-py( 了) 定义 为 
[01], > 为 有 理 数 ， 

[-1,0], z 为 无 理 数 ， 
则 下 为 闭 值 映射 ,但 Graph PREMK, F 不 是 闭 的 ， 
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众所周知 ,对 于 单 值 映射 的 连续 性 有 两 种 特征 性 描述 :一 种 是 用 邻 域 的 语言 ， 
一 种 是 用 收敛 性 语言 ,这 两 种 语言 对 连续 性 的 特征 描述 ,为 讨论 连续 性 质 提供 了 便 


F(z) = 
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利 的 工具 .但 是 ,对 于 集 值 映射 这 两 种 语言 描述 的 连续 性 不 再 等 价 ,从 而 使 集 值 映 
射 连续 性 的 讨论 复杂 化 . 


1.3.1 连续 性 的 基本 概念 


定义 1.3,1 É X, Y Adios Hl, FXp Y), rE X. RINK F E xo A 
是 上 半 连 续 的 (usc) ,车 对 包含 F(xzo) 的 任 一 开 集 U, FE ro 的 邻 域 V 使 得 FI V) 
CU. 

di F EEA z€ X 处 usc, 则 称 F 是 上 半 连 续 的 (usc) . 

JX 1.3.2. W X,Y Atih [88 , F: Xo pY), xo € X. RINK F TE o 点 
是 下 半 连 续 的 flsc) Zi V y € F(xo)AIXE X 中 收 敏 于 zxo I — T RII, n € DI. TE 
ERMi ynn E DIREY nEeD, EFi) Riy, ATF y. 

车 下 在 任 一 点 xEX 处 lsc; 则 称 下 是 下 半 连 续 的 (lsc). 

例 1.3.3 Ë Fi: R —po (R ) 定 义 为 


F(x) = [-1, +1], x-0 


' {0}, x 0. 
则 F, 在 0 点 usc, BEE lse. 
设 Fx: R — pa( R ) 定 义 为 
FG) = iot, z = Ü, 
[-1, +1], +=0. 


MU F, 在 0 点 Isc, 但 是 非 usc. 

这 个 例子 表明 , 当 我 们 将 单 值 映射 连续 性 的 邻 域 语言 描述 和 网 收敛 语言 描述 
推广 到 和 集 值 网 射 时 ,得 到 两 种 不 同 的 连续 性 ,所 以 我 们 称 之 为 半 连 续 , 而 对 同时 满 
是 两 种 半 连 续 性 的 情形 称 为 连续 性 . 即 

EX 1.3.4 称 下 在 xz 点 是 连续 的 ,车 下 在 x 点 既 上 半 连 续 又 下 半 和 连续. 称 
F 为 连续 映射 , 若 F 在 任 一 点 都 连续 . 

不 过 ,我 们 仍 有 关于 usc 的 网 收敛 语言 的 特征 和 关于 ise 的 邻 域 语 言 的 特征 ， 
并 可 用 床 像 语言 描述 上 半 连 续 性 和 下 半 连 续 件 . 

定理 1.3.5 É X, Y 为 拓扑 空间 ,下 :XX 一 po( YY), 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) F 为 上 半 连 续 映 射 ; 

(2) 对 的 任 一 个 开 梨 U, F (D) X 的 开 集 ; 

(3) 对 Y 的 任 一 闭 集 G,F 1(G) 为 X WHR; 

(4) V x € ,对 和 中 每 个 收 化 于 z 的 网 | zr, n C D ARR Y 中 每 个 包含 
F(z) 的 开 集 U, 3n9€ D. V n€& D,nzing, Flr CU. 

证 明 (2) 与 (3) 的 等 价 性 可 由 命题 1.2.6(9) 55 (10) 0. 
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(1)=>(2).Ék F H usc, U 为 Y WFE, EFU), BEF(CX)CCU. B (0). ff 
it r HRR V fe F(V)CU,& VCF'!QU).3Xx XBIE HU) ARAE ABS 
5i,BIAF''CUOS X 的 并 集 . 

(2) 二 (4). 设 (2) 成 立 , V EX, Rir nE DIA X PRAT AA, U 为 了 
中 包含 F(x) 的 开 集 . 由 (2)F11( 器 ) 为 开 集 ,xEF*'"I(U), 故 3noE D, V n€ D, 
nzno,r, EFU), MAF CU. 

(4) 二 (1). 设 (4) 成 立 , 著 3 xo, 下 在 zo 非 usc, 则 存在 Y 中 包含 F(xz0) 的 
开 集 口 ,对 xo 的 任 一 个 邻 域 V, 3 zxvEV, 僻 F(zv)CEU. 记 DD 为 zo 的 所 有 领域 
关于 包含 关系 作成 的 定向 集 , 则 得 到 X 中 网 1zv, V€ DI ZR kak F z 
Flza tuU. 5(A)7F IB RF H usc 映射 .证 毕 ， 

定理 1.3.6 Ë X, Y 为 拓扑 空间 ,下 :X 一 加 (7Y). 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) 下 为 下 灶 和 连续 映射 

{2) YrEX,YyEF(zr) 以 及 对 y 的 每 个 邻 域 品 ,存在 > HPR V t 
Vx € V,FG)DUze,l VCF HU); 

(3)4 Y 的 每 一 个 开 集 U,F-1(U) 为 X 的 开 集 ; 

(4) 对 了 的 每 一 个 闭 集 G,F+1G) 为 X 的 闭 集 ; 

(5) YLEX A X PATISICE ro 的 网 | x ,nDi, 以 及 对 YY 的 开 集 U， 
x UD F(1z)Z%@,Jl| 3 € D, Va€D.nzn F(x,)Y'1UZ 2. 

证 明 (3) 与 (4) 等 价 性 可 由 命题 1.2.6(9) {10) 知 . 

(1)=>(2). 设 下 为 lse 映 射 , 若 3zoEX, 3y € F(zo), HTE yo 的 邻 域 U， 
使 得 对 x 的 任 一 邻 域 V 都 存在 zvE V 满足 F(zvw) 有 NU= 台 . 记 了 为 zx 的 所 有 邻 
域 按 包 舍 关 系 作 成 的 定岗 集 , 则 1zv, 允 El 收 敏 于 ro, 但 VYED,VYyrE 
Fizy) yv ZUW yy, V€ DI FIT yo. 5 F Xe xo A lse 相 矛 盾 . 帮 (2) 威 立 . 

Q)— (3). (RE XE Y BDEÁSU, Y x€ FCU) E FG USE Br 
以 3 yE F(z) YU, ,U 为 y 的 邻 域 .由 (2) 存 在 z A94 VC F (QU). EKF (QU) 
5 < HRR. BEDAE CUYADIERE. 

(3) 二 (5). 设 (3) 成 立 . V x€ X, Iz, n € DI 38k x 的 网 . 设 Y 的 开 集 U 
BUE F(z) UZ Q, WD EF UU). AOF (OU) PEEL z 的 邻 域 ,从 
ffdn4€D,Vn€D,nZno z€ F (U), FG UsEg. 

(5) 二 (1). 设 (G5) 成 立 . Vr € X, V y € Fr) AL X PRAT z 的 网 [x,， 
z€ D| .由 (5), 对 y 的 每 一 个 开 邻 域 U, 即 yEF NU, 35 € D, Vn € D, 
nZnyf F(z=,) UZB Hy, € F(zxo) 门 UU. 我 们 约定 ,对 y 的 满足 VCU 的 两 
DRRR, Yanyan B y € V. Ly, n € DUBOBNCE. y. 故 知 下 为 lsc 映 
射 .证 毕 . 
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推论 1.3.7 UE X, Y HHEH, F: X> pl Y) WU FARA i: 

(1) FF 为 连续 映射 

(2) 对 Y BHI£—JFRRU,F(U)58 F* (U) X BF; 

(3) 34 Y 的 任 一 闭 集 GG,F-1(G) 与 Ft1(G) 均 为 XX 的 闭 集 . 

WEBB 由 定理 1.3.5 和 定理 1.3.6 可 知 . 

定理 1.3.8 设 义 为 拓扑 空 间 ,Y 为 度量 空间 , 则 砚 射 FXp Y) PEE 
续 当 且 仅 当 YzoEX,Ye>0 和 YoERF(zo), 存 在 zo 的 邻 域 U 使 得 

»€n IB,(F(z=))|= € Ut. 

证 明 Ub FOX lse ERES B V zo € X, F 在 xo 点 下 半 连 续 . 由 定理 1.3.6(2)， 
V yC F(zo), V e>0,#f#E xo 的 邻 域 U V z€ DEC 站 By) 天 个. 所 以 
3z'€ F(x),d(ix',y) «e. MMMd y, F(z)) <e, y€ B,.CF(x)). 

反之 , 设 条 件 成 立 . V z € X, V yC FGxo), Ut V 29 y 的 任 一 邻 域 , 则 于 e>90， 
B(y,c)€ Y. 由 条 件 存在 ro RR U fi V x € U, y€ B,(F(z)). MAIZ E 
F(z), dlx y) Xe BFCX)BCy e) f RFN VE. 由 定理 1.3.6(2) 
AF A lse 映射 .证 毕 . 

定义 1.3.9 W X, Y AREZ, FX >p YY). 我 们 说 下 为 局 部 Lipschitz 
BUM Z5 V za €C X. TELE zo 的 邻 域 UU 及 常数 之 0( 称 为 Lipschitz 常数 ) 使 得 Yz， 
zr €U,F(x)CB(F(z ),Ld(z,z')). 

称 F H Lipschitz 陕 射 , 若 存 在 常数 L220 使 得 

F(x)C B(F(x ),Ld(x,z )), Yr,r € X. 

Pk F TE( xo. yo) € Graph F) AME- Lipschitz 的 ,车 1>0 及 xo HRR 

U, yo 的 邻 域 V ,使 得 
F(xi)flVC B(F(z2),Id(zui,z2)), V zi, EU. 
dig X, 1.3.9 中 的 开 球 B 换 成 闭 球 C 来 定义 , 则 两 种 定义 是 等 价 的 . 


1.3.2 连续 映射 的 基本 运算 性 质 


命题 1.3.10 FP: XY PAN TOEESEBEEPH B BUR F 为 下 半 连 续 有 映射 , 

证 明 其实 对 Y 的 任 一 个 开 集 U META, # AQUI A Y UZ 
ERZA ADUZC.BH3zCA,.Ux INR, Mk ANUAS. Br X$ Y 9 
I—JERU,F !(U)- F 1(U). 由 定理 1.3.6(3) 知 命题 为 真 .证 毕 . 

命题 1.3,11 设 YY 为 正规 空间 ,FF: 芭 >po(Y) 为 上 半 连 续 映 射 , 则 下 也 为 
上 半 连 续 映 射 . 

证 明 设 避 为 Y MMI—IZA.VICFUQU.LBF(GO-FG)CU.H Y f 
正规 性 知 存在 开 集 G 满足 
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F(z)C F(xz)C GC GC U. 
由 下 为 上 半 连 续 映 射 知 下 +!(G) 为 开 集 .由 命题 1.2.6(7) (8) 知 
F'"(G)CF'(G), F"(G)CF'"(U). 
XG Am, WY EFG), FOCO BF(0CG,x €F'(G)X 
F'(G)CF'I(G) BEA. Bk FE (G)  F*!(G). BETA 
z€ F(G)CF"(G)CF'"(U) | 
KFE DARF. BER 1.3.5000 下 上 半 连 续 . 证 毕 . 
注 1.3.12 命题 1.3.11 的 逆 一 般 不 真 , 且 命 题 1.3.11 中 的 正规 性 不 可 少 . 
例 1.3.13 W X-Y-R,F:X-—pi( YXEXOSF() - (x -1, x 1), 
F EFEZ, FREER. 
$] 1.3.14 W X-R.Y —11,2,3], Y EHHA, Y,11,3},12,3}, 
(31H I. F: X py Y YE CS 


u [1], zr €, 
FD = ns z 0. 
M F:X—p5(Y)X 
ss I, z<o, 
F= y. x > 0. 


显然 ,F EFEZ, B FS EXER. 

命题 1.3,15 W X,Y AHIZ, FG 为 从 X 到 站 的 集 值 映 射 . 

(1) # F,G 都 上 半 连 续 , 则 FU G t LFE; 

(2) # F,G 都 下 半 连 续 , 则 FUG 也 下 半 连 续 ， 

证 明 (1) 由 命题 1.2.7(3) 及 定理 1.3.5{2) 知 . (2) 由 命题 1.2.7(1) 及 定理 
1.3.6(3) 知 . 

命题 1.3.16 VE X, Y 为 拓扑 空间 ,下 , G 为 从 大 到 YY 的 集 值 映射 , 且 
V+CX,F(z=)G(z)Z@. 

(1) # Y ANIESEZSIELE. F,G 为 闭 值 上 半 连 续 驮 射 , 则 Fr) G 也 为 闭 值 上 半 
连续 映射 ， 

(2) zi Y 为 度量 空间 且 G 定义 为 G(z) = B(f(z),e), 其 中 了 :XY 为 连续 
PERI, F FERE, M FNG 也 下 半 连 续 . 

证 朋 (1) YzxEX, 设 UD 为 了 的 开 集 满足 F(z) 门 G(x)CU. 考 虚 不 交 闭 
集 F(z) 与 G(rz) NU, 车 G(x)\ U, MA Y 的 正规 性 知 存 在 开 集 UI 和 U, 
使 得 

F(x)CU, G(z)NUCU,;, EUU =Ø. 

记 Uy 7 UU U;,lllG( x )C U E F É G 的 上 半 连 续 性 知 存在 > KARR V. 和 
V; 使 得 
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Yr EV, F(X)CU 和 Vx € VG(r) C Ug. 
记 y= vin U,,Hlv + E yv # 

F(z) A GCz)Cc U, 1 cY UD 1 (U U U;) C U. 
#G(z)NU=@Z,BlG(z)C U, MAMAE z 的 邻 域 V, 使 Yrz EV 有 F(x 站 
G(z')CG(x' CU. WREX 1.3.1 8 FNG 上 半 连 续 . 

(2) i U H Y HRE, Yro (FANGU), AFl) GGo9 n uz. 
V ys€ FG) P1 GG) 1 U. M] 3320 ## B(yu,29)CG(z F1 U. H f 8835€ 
性 ,存在 xo 的 邻 域 Vi REV EV dC) fc 2) € n, AA BCyo s 9) 
CGU. XF d NB y, PAZ, H F FEER, MUFE xo 的 邻 域 V, 
[818 V z'€ V; AF BGw pA. Ww V= v, Y V., W| Yr EV 有 F(x) 
NGON Ui, BB zo€ VC(FNG) HU). MENG UAFA. HE 
£d 1.3.63) FNG F^EXESE. WEH. 

命题 1.3.17 设 X, YAZ 为 拓扑 空间 ,F:X->pol YY 了),G:Y>po(2). 

(1) # FUGA TOEXS,II G。 下 也 下 半 连 续 ; 

(2) Æ F LG 都 上 半 连 续 , 则 Go F t EER. 

证 明 (1) 由 定理 1.3.6(3) 和 命题 1.2.8({1) 可 知 . (2) HERE 1.3.5(2) RU 
题 1.2.8(2}) 可 知 . 

命题 1.3.18 X Akikah, Y AEREN, F: X-7 po(Y), 

(D # F E. FÉjE2#k bh SF, U oF: X— pl Y)(coF(x) = ol F (>)), 
YzEX) 也 下 半 连 续 . 

(2) 若 丰 是 紧 值 上 半 连 续 映 射 , 旦 Y 为 Banach 空间 , 则 coF 也 为 紧 值 上 半 连 
续 映 射 . 

(3) # X 为 度量 空间 , 且 下 为 Lipschitz 映射 , 则 coF 也 为 Lipschitz Bb 94 E. 55 
下 有 相同 的 Lipschitz 常数 工 . 

证 明 (I) Ë U AYERE, V x € (coF) HU) coF(x2 (1U  . Bel 
Bar" a € F(z)f A,,-,A,€ (0,1). 2i =1, 且 y= 2 € U. Á 
而 知 了 3e>0 使 得 Bty,s)CU. 现 以 a1,…,a, 为 心 做 球 B(aie), 则 由 了 的 下 半 
E E AMF 1(B(ai,e)) (i = 1,7, n) AERE. M Vi Mos nz € 
F(Bla e) WFE xz 的 邻 域 V fid Vi—1,-,n, VC F l(B(a,,s)). Br 
以 ,Yr EV, F(z) NN Bae) AD, i=l, m BB da; € F(z> ),f& ll ai — 2; 
€ e,i 71,7, n. BEDA 


p = Dials Ya l a; — al < e. 
is i=l i=1 
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即 Yaa; € B(y,e) C U. f coF(z NUZ. z EloF) CU), BE yC 


(coF) HU). BEA (coF) CD) 为 开 集 . 故 coF 下 半 连 续 . 

(2) 首先 由 Y 完备 知 coF JU 8 W r E #& C Dunford 和 Schwartz, 
1958,p.416). 现 设 U 为 Y 的 开 集 , Vz € (coF)t*1(U),coF(z)C U. 当然 
F(z)C U. 因为 coF(z) B F(x) X À S, BEA d(F(z),XN U) = & > 0, 
dloFlr), XN U)7 e» 0. ATi B( FC), )cu, B(coP(z), : 2c. 取 


a, 2 


EX e min Jig F(z)CCB(F(z),e), B(F(x),£) AFRE 下 上 半 连 
续 知 , dx "na 使 YWx € V,F(z)C B(F(z),e). 8 a; € Flr), E 
[0111,47 1,2, 334; = 1, SAC F(z) M lah ll <e,i=1,…,n. 所 
以 有 B 


[3am -> i— 5l < e. 
这 表明 coF(z )CB(coF(x),e),8U8 
coF(x') C B[eoF(z) 2) U. 


这 就 证 明了 coF 的 上 半 连 续 性 . 
(3) 在 外 中 国定 x,x ,对 y € co(F(zxz))#l e >0,## y € F(z)É X, € 


[0.1 =l, n, 22 = 1, 08 | - Yale e. 又 对 每 个 i, 存在 XE 
F(x), {Ë 


ly- y | sS DCFGO, FG) +e. 
所 以 


ly- » Set | Ea- soe + DADE), FG + e) 


& Ld(z,x') + 2e. 
Hi e 的 任意 性 , y € B(co(F(2z”)),Ld(z,z”)), Bl 
co( F( z)) C B(oo( F( z ),Ld(z,2^)), 

故 知 co( 下) 为 Lipschitz Be HE tE. 

我 们 在 这 一 节 最 后 ,给 出 关于 集 值 映射 连续 的 “一般 性 定理 .度量 空间 上 的 由 
可 数 个 稠密 开 集 的 交 组 成 的 集 称 为 x 的 一 个 剩余 集 , 显 然 可 数 个 剩余 的 交 为 剩余 
集 ,剩余 集 是 Cr 稠密 集 .一 个 在 剩余 集 上 点 点 成 立 的 性 质 称 为 一 般 性 质 . 

定理 1.3.19 (Kuratowski-Choguet-Shi Shuzhong 一 般 连 续 性 定理 ) 2 X Jy 
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完备 度量 空间 , Y 为 可 分 完备 度量 空间 ,F:X>po( Y). 
(1) 阁下 上 半 连 续 , 则 在 一 个 剩余 集 上 连续 (Ff 有 一 般 连 续 性 ); 
(2) 车 下 为 紧 值 下 半 连 续 的 , 则 已 有 一 般 连 续 途 ; 
(3) # F 为 闭 值 下 半 和 连续 的 , 则 存在 X 的 剩余 集 R 使 得 
Vz € R.,F(z)= lim sup F (>°) = |y € Y [lim infd (y, F^) = 0! 


一 A, reha 1) = D, N, rebh B FG) 2 ) 
证 明 HA Y 为 可 分 度量 空间 ,所 以 存在 Y 的 开 集 列 1U,1 使 得 对 YY 的 任 一 
个 开 集 U, V y€ U, Jn, t yE U,CU. 
(1) it 下 上 半 连 续 , 记 


G, = F'(U,) = ix € XIF(x) DU, Z Zl, w = 12, 
M| G, AMR, E X= ÜG, In(2G,) =@,n =1,2,…. 因 此 Int( Ü 2G,)= Ø. ffi 


XAG, 为 开 稠密 集 , 故 G= Ñ (x \aG， ) 为 一 个 剩余 集 . 现 YzE G, 则 对 了 的 
任 一 个 开 集 U ,F(x) 门 U 关 名, 则 存在 n 使 
y € F(x) 1 U, C F(z) ñ U. 
FA x € G, fE x €9G,, ik x € IntG,. MAPE > 的 邻 域 V 使 
V C IntG, C G, C F(U). 

故 下 在 x 点 下 半 连 续 , 即 下 在 G 上 连续 ， 

(2) 设 下 下 半 连 续 , 记 了 =1(p1,…, bl p; 为 自然 数 ,i=1,… ,n,n 之 1|, 则 
1 为 可 数 集 .又 YpE1, 记 =U LU, Lo € 了 可 数 . 记 

H, = F"(U,) = ix € x|F(z) CU,I, YpEI 
H, 为 闭 集 . V z€ F(x),H FG RIA 3p€ I SEF(G)€U, Bl z€ H, W X 
= UH, Xii H= (XN Int(2H,)) Mh Int(2H,) = £l H 为 剩余 集 . V z € 
H,U 为 Y HERR, FCZ)C-U J| V y€ FC). 3 U, 使 得 
y € U,, C U, C U, 


从 而 由 FG) WAR nj n, j=l, m QU, S FG U Cu. iE p= 
(11,7 m.) DEAE z € H,.4B x 2H, SX z€ IntH,, MTE x 的 邻 域 V, 使 
VCIntH,C H,CF* (U), i F 上 半 连 续 ,从 而 知 下 在 日 上 连续 . 
(3) 因为 Y 可 分 完备 , 故 Y 同 胚 于 一 紧 度量 空间 Z 的 子 空间 Z6. 设 p: Y 
Z ABER M 
Go = p° F: X — palZo), 
G-Gy: X— po(Z) (AARE Z B). 
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均 由 下 的 下 半 连 续 性 知 也 下 半 连 续 . 从 而 由 (2Z) 知 存在 X DIR RR EGER 
上 连续 ,当然 上 半 和 连续. 故 Ye>0,j n>0,Yx EB(x,7) 
Go(x/) C G(z') C B(G(x),e) = B(Go(z),e). 
因为 Go(z) 在 Zo 中 闭 , 所 以 有 G (z)= GO) 1 Zo. É 
lim supGo( z”) = Go (z), Vr€R. 
而 e 为 同 胚 , 故 
lim sup F Cz") = F(z). 
证 毕 . 


81.4 集 值 映射 的 儿 种 下 半 连 续 性 


这 一 节 我 们 主要 讨论 在 近 20 年 中 人 们 引进 的 几 种 下 半 连 续 性 概念 及 其 关系 ， 
这 主要 包括 1983 年 Deutsch 和 Kenderov B JL 3 F * EE BE E, 1985 年 De Blasi 和 
Myjak 的 弱 Hausdorff 下 半 连 续 性 ,1987 年 Gutev 和 1990 年 Przeslawski 和 Rybins- 
ki 的 弱 下 半 连 续 性 , 以 及 1997 年 李 雷 和 吴 从 煌 的 拟 下 半 连 续 性 ,所 Hausdorff 下 半 
连续 性 等 . 


1.4.1 拟 下 半 和 连续 性 


定义 1.4.1 ÚW X, Y 为 拓扑 空间 ,下 :多 ->pol YY) 称 为 在 点 z € X 是 拟 下 半 
连续 的 (plsc) .车 对 xo 的 任 一 邻 域 V ,存在 点 r EV, 使 得 YyE F(z )#l y 的 每 
个 邻 域 D ,存在 z 的 邻 域 UCV 满足 

Fir) N UZ @, Vr€U, 

Xy FEX 上 点 点 plsc, 则 称 F 29 plsc 映射 . 

命 原 1.4.2 ” 设 集 值 映 射 下 :XX->po(Y) ,xoE 多, 则 下 列 条 件 等 价 . 

(1) F 1E xq 点 plsc; 

(2) 对 z 的 每 个 邻 域 V ,存在 x EV 使 得 对 Y 的 任 一 开 集 U, 只 要 
F(x 20 UE 6 LEETETE z 的 令 域 WC V 满足 

FDN VZ, Vre€ w. 
当 Y 为 度量 空间 时 ,与 下 条 件 等 价 ， 

(3) 对 xy 的 每 个 邻 域 V ,存在 r E V 使 得 对 任意 es>0 和 YYyE F(x ) 存 在 

xo 的 邻 域 U,C V 满足 
y EN IB GG) = € Uy. 
证 明 (1) (2). i F TE xo 点 pse, BEX 1.4.1, 3.z/€ V. MX Y 的 任 一 
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HRU EF(DOPUSZ ZW Jy€ FG),U 为 y BS. HE 9.1.4.1] RW 
U,.Jl] 六 为 zo HAISRLH. V +€ W, F(z=) D UZ. 

(2) 二 (1). 设 下 在 zo 点 满足 (2), 这 时 对 每 个 y€ F(> A y B98] T BLU, 
取 UCU Hy 的 开 邻 域 , 则 UNEL AED. xo 的 邻 域 U,=W, 则 ¥Y z€ W. 
F(z=) Y USF(z) Uizegi I F TE xo 成 plec. 

(1) 过 (3). 设 下 在 xo 点 plsc, 记 4 为 Y 中 的 度量 .由 (1), 对 za 的 邻 域 VV 存 
Er EV, V y€ F(z ) 和 We>0, 有 B.(y)=1zEY|ad(y,z)<e| 为 yy 的 邻 域 ,从 
而 有 xo MPR UCV WWE V r € U,, F(z) Y BOAS, B 3z € Flr), 
d(y,z)€e.Btd(y, F(zx))&d(y,z)&s.BrEAV z€ U,, y€ B,CF(E)), Bi 

y EN BEz) [z € U}. 

(3)=>(1). 设 (3) 成 立 , V yE FC ), U 为 y BFE— SEXE, W| 3 6 0, 68 B.C) 
CU, 故 有 zo HABI, U,C V fif y C I IB,(F(z))| x € UI. Pr) V z€ U,, 
3z€ Flr) 4E z€ B, Cy) BER F(z) UD FOR B. Gy) D. lk F dE zo 点 是 
plsc. WEE. 

命题 1.4.3 E F:X— poCY ME zo 点 lse, ITE z 点 pisc. 

例 1.4.4 命题 1.4.3 PCR KE. X=[ -1,1], Y= R , F:X— pl Y) 
义 为 


[-1, + 9), z=- n = 1.2 
F(z) = (—-0,2a], zl, = 1,2 
R, XH z € X. 


Xr € XIFGOQC- o, -DAD Cot] | -E |a=1,2, |R x 8 
开 集 ,由 定理 1.3.6 知 下 在 0 点 不 是 lsc 的 ， 
现 对 0 点 的 任 一 邻 域 了 , 取 点 z--l6VYe»0,Vy€ Fa) -[-1, 
+ co). t ,>y, 则 得 0 点 的 邻 域 U, = (aa) angete V, 即 CV. 
Y z€ U,,# 
(-e-1,*9), z=-7 €U, 


B,(F(z)) = (— °, k +e), z = + € U, 


R, 对 其 他 x € U,. 
BUADMBGGDIx€Ul-(-e-L,n *1lte) Aiii yen iB CF(zDI 
rE U|, E F YE 0 F plsc. 
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1.4.2 度量 空间 中 的 几 种 下 半 连 续 性 


定义 1.4.5 设 玉 为 拓扑 空间 , Y AEREE, F: X9 p ( Y) EX. 

(1) EK F E xo 点 Hausdorff 下 半 连 续 (Hlsc) , 若 Ye>0, 存 在 xo 的 邻 域 U fE 
得 

Flr) Cf! IB,(F(+z))|z € Ul. 

(2) # F fE xo 点 拟 Hausdorff 下 半 连 续 (pHlsc) , 若 对 z, 的 每 个 邻 域 V ,存在 
点 x EV 使 得 Ye>0, 有 xo 的 邻 域 UCV 满足 F(x  >C[YIB.(F(z))| z€ Ul. 

(3) f& F TE xo 点 弱 Hausdorff 下 半 连 续 (wHlsc), 若 对 xo 的 每 个 邻 域 V, 
Ye >0, 存 在 点 x EV 及 zo 的 邻 域 UC V 使 得 F(x )CT) RCF(x) x€ Ut. 

(4) 称 下 在 zo 点 弱 下 半 连 续 (wlsc), 若 对 zo 的 任 一 邻 域 WV, V >>0, 存 在 点 
z'€ V 使 得 Y y€ F(x ), 存 在 xo 的 邻 域 U, V 满足 

y€n!B&(F(z)Dlz € U}. 
(5) # F f£ zy 点 几乎 下 半 连 续 (alsc), 若 Ye>0, 存 在 zo HRR U 使 得 
N IBI GI x € Ul ZØ. 

# F EX EAA Hisc( pHlsc, wHisc ,wlsc, alsc) , HER F Jy Hisc(pHisc, wHlsc, 
wlsc, alsc) BAM. 

由 定义 ,显然 有 如 下 蕴含 关 系 : 

定理 1.4.6 设 F:X->pol(Y),YY Eze j, z € X, F 1E xo 点 的 各 种 下 
半 连 续 性 间 有 如 下 蔓 含 关系 ; 

His * pHisc-* wise 
lsc 一 > plsc—— wlsc — alse 
注 1.4.7 在 上 图 中 任 一 箭头 不 可 道 , 卫 不 再 有 其 他 蕴含 关 系 , 见 下 例 ， 
]11.4.8 (Dit X=R ,Y=R2,F:X—- po( Y)E S 3 
F(z) = (t zt) t € (1%, +co)|, Vz C xF. 

则 王 是 lsc, 但 非 wHise. 所 以 下 是 plsc,wilsc,alsc, 但 非 pHlse,Hlsc. 

(2) W X=[-1,1], Y= R ,F: X— p YEA 


[— 1,n], 下 三 一, n = 1,2,-"", 
n 


R , 对 其 他 £ c X. 
F F 0 REE lsc, 当然 非 Hlsc, 但 在 0 点 是 pHlsc, 当 然 亦 wHlsc,plsc, wlsc. 
G) E X-Y-R,F:X-—poC YVELA 
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l B 一 ... 
FG) = [d z=q2", 9 为 奇数 ，n = 1,2,…， 


[0,1], 对 其 他 x € X. 
HÚ F # X 上 wHlsc, 当 然 wlse. 但 在 任 一 点 都 不 plsc, 当然 非 pHlsc. 
(4) it X2Y-R,F:X—py( 了 了) 定义 为 
[0,1], zr 为 有 理 数 ， 


F(z) = |[- 1.0]， z 为 无 理 数 . 


J| F J alsc, 非 wlse， 

由 定义 1.4.5, 可 得 如 下 结论 ; 

$8 1.4.9. UY SBEBE IE], F: Xo po CY E V xEX,F(z) 为 紧 集 ， 
WI 

(1) 下 为 lsc 当 且 仅 当下 为 Hlsc; 

(2) 下 为 plsc 当日 仅 当下 为 pHlsc; 

(3) 下 为 wlsc 当 且 仪 当下 为 wHisc. 


81.5 上 半 连 续 性 与 产 - 上 半 连 续 性 


关于 上 半 连 续 (usc) 集 值 映 射 的 基本 性 质 已 在 81.3 中 讨论 .本 节 讨 论 上 半 连 
续 闭 值 映射 的 一 些 性 质 , 引 人 h -上 半 连 续 的 概念 ,讨论 两 种 上 半 连 续 性 之 间 的 关 
系 等 . 


1.5.1 上 半 连 续 与 闭 图 像 


命题 1.5.1 VE F:X— po CY) BAR IE. EE EZERRM I F 为 闭 映 射 , 即 
Graph 人 (三 ) 为 闭 集 . 

证 阴 Biler) A Grp FYPBLAG SP (or, y)€ Xx Y. d EX 
续 性 ,对 包含 F(x) 的 任 一 开 集 U, Ino V 1 229,78 y, € U. i y IUFERVARF) 
的 任 一 开 集 , 故 y € Flr). BrÜGraph( FEH GI. Ese. 

定理 1.5.2 WE F,G: X py (Y), Vx € X.,F(z)G(z)Z£Z ,# 

(1) F XE xo 点 usc; 

(2) Firo); 

(3) G 是 闭 映射 . 
Jl] FNG 1E zo 点 usc. 

证 明 设 UU 为 包含 F(zxo) 门 G(zo) 的 开 集 .我 们 求 xo 的 邻 域 V 使 得 

F(x)[l|lG(x)CU,Vx€ V. 
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车 F(zo)CCU, 则 由 (1) 知 显然 ,车 Fled fU, Ww K — Flo) N U 为 紧 集 , 记 
P - Graph( G) AR. S0 V yC K ,y €G( xo) lik (xo, y) € P , ATE zo 的 开 邻 域 
V, 及 yy 的 都 域 世 使 P 站 (V x U) =Ø. Pr, 

Gir) U, =Ø, Vrz€ V, 


又 因为 K E, yo, € K BU, eU, DS K BERE E Uo= Ü U,, 
则 DoU U-OF(xo). H F TExo A usc 4l TEE zo 的 邻 域 Vo 8183 V x € Vo, Flr} 
CUgU U.id 
v = w N (V). 
Hi) V xo 的 邻 域 . V z+ € VE 
F(z)CUQUU, GaN U, = Ø. 

AUR F(z)(Y1G(z)C U.BI#I FOG # xo 点 usc. WE. 

推论 1.5.3 ” 设 了 为 紧 空 间 ,G:X->z 加 [(Y) 是 闭 映 射 . 册 G 为 上 半 连 续 映 
射 . 

证 明 在 定理 1.5.2 中 取 F(z)— Y, V x € X, Blu G 的 上 半 连 续 性 .证 

毕 ， 

推论 给 我 们 提供 了 一 个 验证 usc 映射 的 重要 工具 ,但 Y 的 紧 性 是 不 可 少 的 . 
例如 F:R —>R2,F(:)=l(xz,y)|y=t£),V+íC€ R U F ÆA, F fE 0 点 非 上 
半 连 续 . 

命题 1.5.4 — 设 F:X>Fo(Y) 是 紧 集 值 上 半 连 续 映 射 .外 为 紧 空间 , 则 
F(X) 为 Y 的 紧 集 . 

证 明 是 平凡 的 . 


1.5.2 ”两 个 重要 例子 :参数 化 问题 与 极 大 化 问题 


本 小 节 给 出 两 个 上 半 连 续 映 射 的 例子 .首先 引入 单 值 扩充 实 函 数 半 连续 的 概 


念 . 
5EX 1.5.5 Ub F:X-RUÍIr* oo] VC X, 
lim inf f(x) = fixo, 
则 称 f FFER. 
若 YzoE K, 
lim sup f(x) < f(x0), 
则 称 f 上 半 连 续 . 


车 了 即 上 半 连 续 又 下 半 连 续 , 则 三 为 连续 腕 射 . 
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控制 论 提 供 了 一 个 参数 化 集 值 映 射 , 设 UX, YARE, 
f: Xx U— Y 
为 一 个 映射 ,参数 化 集 值 映 射 F: X p ( YA 
F(x) = Íf(z,u)lu € Ut. 

命题 1.5.6 i X, Y 为 Hausdorff 拓扑 空间 . 

(1) ËY uC U, Rẹ zF —f(z,u)ÉE2k JJ F E lse Ed BH; 

(2) # U Po Reit s 8], fiX U->Y 连续 , 则 下 是 usc 集 值 映 射 . 

证 明 (1) 证 明显 然 . 

(2) Ë zoEX,G XY 的 开 集 ,F(tI0)CG. Yu€ U,G Hfi rg uBR. F 
连续 表明 存在 zo 的 邻 域 V Kou 的 邻 域 W,, 使 得 YzE VvE W,. f(x. v) 
€ G. Hi U RAFE u, tn ELW oW, O U AFETE. iE 

v =ñ V 
X xo 的 邻 域 , YEV, Vo C U, Ju; vE W,,r€ V, f(z,v)€ G, i 
F(r)CG. AAA F Er 上 半 连 续 . 证 毕 ， 
我 们 的 另 一 个 例子 来 自 于 最 优化 问题 的 稳定 性 , 即 极 大 化 问题 . 设 X, Y 为 拓 
扑 空间 ,G:Y>po(X),W: 久 Xx YR . 记 
V(y) = gap, Wy) 
它 依赖 于 参数 y, 称 V 为 边际 函数 . 极 大 化 问题 V(y) 的 解 集 
Mly) = ix € G(y)l Viy) = W(r,y)). 
依赖 于 参数 y , 称 为 边际 映射 

命题 1.5.7 (1) # W FEER, G 在 yo 下 半 连 续 , 则 V 在 yo 下 半 连 续 ，; 

(2) 若 W 上 半 连 续 ,G(yo) 紧 且 G 在 yo 上 半 连 续 , 则 V 在 yo 上 半 连 续 ; 

(3) # W 连续 , G 为 紧 值 连续 映射 , 则 V 连续 , M 是 上 半 连 续 映 射 . 


证 明 (1) Ve >0,8 z€ GC MEG VCyo) — 2 &W Gros y0). Hl Ww FÆ 


连续 ,存在 ro B V, 及 yo 邻 域 U, fE V x € V, y € U, W (xo. yo) — PES 
W(z,y). X. G Ey FEES, BrLUEEÉE yo 的 邻 域 U, fE V yC U, 4$ GC 
Vx id U- U,[1U, Hl v y€ U,3zCGCyMET 
W(zr.y) > W(zg.yo) 一 i Z= V(yo) — e, 
Bl VOy) 守 Vlyo) — e. Ék V 在 yo 下 半 连 续 . 
(2) 我 们 证 明 Ye>0, 存 在 yo 的 邻 域 UU 使 得 YyEU 有 
Vly) S Vly) +f e. 


81.5 上 半 连 续 性 与 h- EFE "21° 


Vz € Ulz), YyEU,, Wi(x',y) &: Wir, y) + €. 
X G(yo) 是 紧 的 , 故 存 在 x1. z, 使 得 1U(Czl)，…… UC) US GOWQIBSTRESR. X 
G 在 yo 上 上 半 连 续 , 故 存在 yo 的 邻 域 Uo 使 得 
Vy € Us Gly) CÜ Um). 
记 
U = Uo N (ÑU) 
为 yo HRR, V yC U, V +€ G(y), Hi fS x€ Ulz). Er 
Wiz y) < W(xo,yo) + e < V(yo + €, 
所 以 VSV mw te V Ey 上 半 连 续 . 
(3) 由 (1) 和 (2) 知 V 是 连续 的 . 记 
K(y) = iz € X|V(y) = W(x,y)!, 
则 由 V,W 连续 知 Graphi K ÆA. EIR 
M(y) = K(y) GG Z Ø, 
H G EFES, HEM 1.5.2 知 M 也 上 半 连 续 . 证 毕 . 
Asc ,我 们 还 可 由 W 5 G 的 Lipschitz 性 质 知 V 也 具有 Lipschitz 性 质 . 


1.5.3 h-E 


本 节 设 X 为 Hausdorff 空间 , Y 为 Hausdorff 局 部 凸 拓扑 线性 空间 ,对 集 值 映 
t F:X— pol Y). EX. HU o: X X Y"—R 为 
e(z.p) = a(F(x),p) = up, n»? VxcX, Vpcy'. 
称 为 已 的 支 返 函 数 ， 
定义 1.5.8 iV pC Y" ,zt—s(F(x), pÉ xo 点 上 半 连 续 , 则 称 王 在 ro 
HA h- EE use). 4# F EHER X 点 点 husc, 则 称 下 为 h 上 半 连 续 映 
射 . 
命题 1.5.9 UE F XT Y RHINE xo 点 usc, B] F YE xo 点 huse. 
证 明 H pEY*, p0, e>0.W B,(e)2ly€Yl(p, yel Y h 0 % 
THREE — S3. H F # zo 点 usc 知 存在 xo 点 的 邻 域 V ,使 得 
F(z)C Fizo) + Ble), Vz € V. 
故 由 支撑 函数 的 定义 ,有 
s(F(r),p)zo(F(xqQ),p)te, Vx € V. 
即 知 z ol Fl), p) xo REFE, ER F TE zo A husc. 证 毕 . 
iki1.5.10 命题 1.5.9 的 逆 一 般 不 成 立 , 设 F: R RIEN 
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FG:)=|(z,y)|y2(1+:)z], Vi€R. 

W| F £ 0 A huc. HE, X p= (pi, 2) ER? =R, p, 2>0 BF, a (F(0),p)= 
+ co, F FE O A huse 无 需 证 明 . p, <0 Bt, ol F(t), p) D Pl p (1 017 480 A 
连续 ,当然 下 在 0 点 husc 1H. F # 0 SE usc 的 . 

但 我 们 有 如 下 的 道 定理 ; 

定理 1.5.11 WE F: X po (Y) husc Ajj, AE F o) Abha RE, M F de 
xg 点 usc. 

证 明 UE JJ 为 了 中 包含 F(zo) 的 开 集 ,我 们 需要 证 明 存 在 有 限 个 二 元 对 !{ 访 ， 
edl =l, e, mik 

W= fyl ihi y? S o(FG). pi) t ei = 1 C U. 

这 时 由 F # zo 点 husc 知 ,存在 zo 的 邻 域 V.B 48 VC V.H F(z)C W. K 
F(x)CU,BilA F f£ xg 点 usc. 

首先 对 Y = R" 证明 .因为 (zo) 蚌 紧 集 ,所 以 我 们 可 用 下 (zo) + BCO 1) 8E 
U, K= F(zo)+ B(0,2)N UU, 则 起 为 紧 集 .现在 

Y»€Y*, Jal =1, € (0,1). 
id 
K(p,e) = {yl (py) & a(F(zo),b) + ell K 

AES ES. 

假设 要 证 绪论 不 成 立 , 则 j 开 (ps)} 为 具有 有 限 变性 质 的 集 族 , 即 无 论 哪 有 限 
T pie) i=l, em 都 有 

ÅK oe) 7 @. 

XK 紧 , 故 N Kip, 7 R &€ 人 NK(p,e), 由 分 离 定 理 (定理 1.5.15) VF 


*>0 
E p.e Ep, E) D o(FCzg) p) * ,这 一 矛盾 表明 要 证 结论 成 立 . 

其 次 ,证 明 一 般 情 况 . V y€ FG) Td CP, E), 为 满足 如 下 性 质 的 有 限 二 元 对 
(pisei): y+ NCP, E),CCU 其 中 

N(P,E), = [=] | (pozo |< 6, 对 所 有 il. 

由 F(zo) 紧 , 则 有 有 限 个 y; Br iy; + N(P,E), BERE Fo) HZ RR Ls] ic 
Y= M+N,M 为 有 限 维 空间 , N 为 这 些 少 函 的 核 的 交 . 则 结论 在 M 上 成 立 . 记 x 
为 Y EM 上 的 射影 映射 . Yj, x (y; + N(P,E), ) 是 开 集 , 且 这 些 开 集 组 成 
z(F(z9)) BS. 

在 M 上 ,对 有 界 闭 凸 集 rl Flr) ii eM(z(F(zo)), p) k PE PRÉS LE 
EAR TIM, E), EM (i21, kE 
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ly € MIH, y) < eC FG) 97) + el C Us Cy; + NCP,E),). 


扩张 p^ Sl p, C Y * 38 
(by) = (pim + n) = Gm), Vy€ Y, 
则 有 
a(F(xo), pi) = oƏM(=(F(zo), p). 
ju 
W = |y € Y|(p,,yy < o(F(zo),pb) tei = 1, hI. 
E y€ 而 , 则 Yi, 有 
(bl s ny) = (piy) < e(F(xg), b) + z; = M(xF (ro) , pr) t &j, 
Bk 3 jo 使 得 
xy€ x (yj, t NCP,E),.), 
WI3v€ N(P,E), fE xy— xy; + mu. C pis e) € (P, E), HF NOS E), 
包含 于 pj, 的 零 空 间 , 所 以 ,VY 8E Y. (pi 8) m (pi n6) BEA 
(Day) = Pior Ry) m (Pio Y t mu) S Pin i) + 8j 

MA yE yp t NP, E) CU. BER. WEA. 

21.5.12 任 一 个 闭 凸 集 值 的 husc 映射 F: X— po ERREAK 
中 了 带 有 弱 拓 扑 ). 

H Bir, y,228 Graph CF) rP E — PB, SUE (z, 2) € Xx YY. 因 为 
Vp€ Y',(p,y,)&o(F(x,) p), HL. z ol F(z), p) EFES , BrLUR 

(p,y) = lim p, yu) « lim supa (F(z,), p) = c(FG, p). 

由 分 离 定理 (定理 1.5.15) 可 知 yC coF{z). 则 由 F(z) 为 闭 凸 集 知 ,yE Fx) E 
HE, 

最 后 再 给 出 一 个 在 微分 包含 及 其 他 领域 扮演 重要 角色 的 收敛 定理 . 

定理 1.5.13 (KAGEM) j X Y X Banach 4l: F: X— 29 X) tE h 
EFFERRI], a 为 测度 空间 ,函数 列 > ELX), n ELAN, Y)(p,q221) 
满足 ; Y wEQ,Ye>0,9N=N(w,e) 使 得 

Vn Z N,d((x, (uo), y, (w)) ,Graph( F)) < € 


R z, — € L'(0,30, y, ELA, Y) MALEREN oc n, 
ylw) € F(z(e)). 
WEBB 首先 ,由 Banach zx [els A MER 61 SS SRL BOR, Vn, BRR y 
属于 col y, | wx 的 弱 闭 包 , 也 属于 其 强 闭 包 . 取 函 数 


Zx 一 2 279 € col Ym | mn 
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(其 中 系数 a7 非 负 ,是 除 有 限 项 外 均 为 0, Sor = 1) 使 


| Y 7 Es | LN, Y) <+, 
即使 En ELA, Y) 中 弱 收 化 于 y. 


其 次 ,由 xz er € Le(O,X), 则 有 子 列 (不 妨 仍 记 为 )|z,} ,及 相应 的 jx | 对 
JLS-FUS ËJ e € 0,x, Go) x (o), z, (e) y o). uE XX FER) o. XT 620, p€ 


Y" ,由 下 的 husc 性 ,3 vyE (0,755, ) 使 得 


lu- z(ə) | <2z>a(F(u),p) < s( FG.) " $). 


由 条 件 , 对 o MN # V MEN, dus Um) € Graph FIEt 
lz,(e)- tal <) K lenlo) onl < q. 
又 由 z, (6) z(o)3 3 N Z 使 得 
lenlo- z(o2 l| =, Vm N. 
故 Y mN 有 
(Bom. S pv) t9l pl. 
x o(FG 2) * 9l ll. 


x o(F(z(o). p) t$ * 9l pl. cCFGG2, 0) + €. 


取 m—99,e—0, WA 
(p ylw) x s(F(x(o),5., Vp€Y'. 
T y(o)€ coF(x(9)) - F(z(9)). EE. 

注 1.5,14 ”其 实 ,可 以 在 任 一 个 Hausdortt 局 部 凸 空间 X 上 定义 非 空 集 K 的 

支撑 函数 ,ak X" RUIT vl: 

ek(p) = o(K,p) = supi p olx € Kl, YpEX*. 
其 定义 域 5(K)= 1pEX* log(Cp) & +o RA K ERRE, ETAGE. og 是 不 
平 扩 的 下 半 连 续 凸 正 齐 次 函数 , 且 ox = ouk. 

在 上 述 证 明 中 我 们 几 次 用 到 下 述 的 分 离 定 理 : 

定理 1.5.15 (Hahn-Banach 分 离 定理 ) 设 K 为 Hausdorff anA X W 
子 集 , 则 coKR = |zEXIYpEX* Guxmog(p)l. 

证 明 inK-lx€XIVpe X", (px) Soa PAAA K Bopp 
coK ZK Wd x € K,x €coK, HIE BS 4T Hahn-Banach 定理 , 3 po € X" 使 得 
ex po) € (po z) II xz € K FEWE z€ coK . WES. 

另外 还 有 双 极 定理 《上 略 去 证 阴 ，》: 


$1.6. Hj 0 pt # - 25 。 


定理 1.5.16 ( 双 极 定理 ) É KC X,K ={pEX*|oglp) <0], K= 
(K-)-CX, 则 K- -是 K 生成 的 闭 山 欠 . 若 AEL(X,Y) 为 连续 线性 算 子 , 则 有 
(A(K)) =A“ (K MA” H A 的 转 置 ),A(K)=(A'* (K^). 


$1.6 B 0 xu 


在 这 一 节 里 我 们 讨论 连续 线性 算 子 的 集 值 模 拟 . A Er JE UL. 28 al E BE sk PE 
算 子 的 图 像 荐 一 个 闭 线性 子 空间 .一 个 相当 自然 的 联想 就 是 把 图 像 为 闭 凸 锥 的 集 
什 映 射 作为 连续 线性 算 子 的 模拟 ,我 们 称 这 样 的 集 值 映射 为 闭 晤 过程 ,而 把 图 像 为 
线性 子 空间 的 映射 称 为 线性 过 程 . 闭 凸 过 程 几乎 具有 连续 线性 算 子 的 所 有 性 质 ,如 
开 映 射 定 理 , 闭 图 像 定理 ,以 及 一 致 有 界定 理 等 ,这 就 是 本 节 的 主要 内 容 ， 


1.6.1 闭 凸 过 程 的 定义 


定义 1.6.1 VE X USTED X RAE, ENY Er, YA>0 $ X€ T. 

ES 1.6.2 ” 设 厂 ,了 为 赋 范 空间 ,F: 久 >pol(Y). 称 下 为 一 个 过 程 (或 正 齐 
次 的 ) , 若 它 的 图 像 是 一 个 锥 . 称 F 为 一 个 线性 过 程 ,着 它 的 图 像 是 一 个 线性 子 空 
间 . 称 下 为 一 个 闭 凸 过 程 ,车 它 的 图 像 是 一 个 阿 凸 锥 . 

闭 凸 过程 的 主要 例子 我 们 将 在 第 四 章 的 集 值 映射 的 相关 导数 中 给 出 .下 面 关 
TA 过程 以 及 凸 过 程 的 等 价 指 述 几乎 是 显然 的 . 

引 理 1.6.3 SRH F: X> p Y dirai B o 
MF(zi) + (1 ~ A)F(z;) C F(Azi + (1 — A) za), V z 1,22 € X, VA € [0,1]. 
下 是 一 个 过 程 当 且 仅 当 

AF(z) = F(Az), Vz € X, VaA»0, H 0€ F0). 
下 是 一 个 凸 过 程 当 且 仅 当 它 是 一 个 过 程 且 
F(xj) + Fix) C F(xy + x2), V zi € X. 

我 们 还 可 给 出 闭 凸 过 程 的 范 数 概念 : 

X 1.6.4. dt F:X— py CY YABIPSRpE Je CORO IF ON 

IF| = p, OEF = up; sp inf lol, 


rz€X.zs i70 A, il = II = z€ ñ wE Fz) 
其 中 B= B(0,1) 为 单位 球 . 
为 了 便于 讨论 我 们 再 回忆 一 下 半 连 续 函 数 的 概念 ; 
设 六 为 拓扑 空间 , 函数 F:X 一 及 U i+ co 是 下 半 连 续 的 . 若 Y 雹 所 各, 有 
lim inf f(x) fCz). 
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R f: X-—-R Ul -oj EPER, E Y z EX 有 lim supf( s) f(z). 
命题 1.6.5 ”下 半 连 续 当 且 仅 当 -- 了 上 半 连 续 , 当 且 仅 当 和 集合 
E,f = (x,a) € X x R |a 2 f(r) 
3 X x R 的 闭 子 集 (Ear 称 为 上 的 上 图 (epigraph)) HH DOCS Va € R , |+ € X 
|f£(z)=a 2B. 


1.6.2 开 映 射 定 理 与 闭 图 像 定 理 


为 了 建立 闭 凸 过 程 的 开 映 射 定理 ,我 们 和 需要 下 面 的 Robinson-Ursescu 定理 . 

定理 1,6.6 (Robinson-Ursescu) Ék X, Y 为 Banach 空间 ,F: 久 一 po( YY) 为 闭 
CRRI. 设 yo € Int (Im (F)), BB. yo 为 FF 的 值 域 的 内 部 中 的 点 , xo € 
下 -1( yo)., 则 存在 正 数 Ly 使 得 YyE BGyo, 00 ,存在 zz 满足 yxEF(z) 且 

lz- xol tl y- yol. 

证 明 JAREN, RADA X 为 自 反 空间 证 明 ( 对 非 自 反 情 闹 可 参见 Aubin 
和 和 Ekeland 的 Applied Nonlinear Analysis(1984) 定 理 1.3.1). 

定义 函数 o: Y>R U| += | 

inf |æ- xoll = d(za,F/(y)), >x € Im(F), 


ety? 一 | 
+, y € Y - Im(F). 


由 于 FERI i o 为 凸 通 数 .我 们 还 可 证 o 为 下 半 连 续 冰 数 ,其 实 我 们 可 以 证 
明 非 空 的 截面 jy| p(y) 志 41 为 闭 子 集 , 故 o 是 下 半 连 续 的 . 设 y, 为 这 样 的 一 个 截 
PRITE, KAF y. 由 XX 的 自 反 性 和 的 定义 知 ,存在 z, € F1 Cy) 
E || z, — xol = polyn) SA. BL z, TERR xo t AC = CCo, A). XA X JÉB C 
Ë BUB Lc, HE T GRE HERI z. REG 228 ra ya) EE BEER h F 
HI F RERA X x Y PRAEC X ETAt, Y 赋予 赋 范 拓扑 时 ). 故 知 
(z,y) 在 下 的 图 像 中 .又 zot AC= C(xo, VERAM, E r, 在 C(xo,4) 中 , 故 x 
AUR Co, A) HA py) | zz SA, BI y 在 {y,| 所 在 的 截面 中 .所 以 
jyjp(y) 所 4 是 闭 的 .从 而 iy,A)E Yx R loCy)sca SB AR, E p 为 下 半 连 
续 函 数 ， 

又 注意 到 Im(F) = US,,S, = ylp(y)<<n1. 由 p 下 半 连 续 ,或 由 上 述 证 明 ， 
S, 是 闭 的 .又 Im( 下 ) 的 内 部 非 空 ,所 以 这 些 S, 中 必 有 一 个 内 部 非 空 .所 以 ,本 函数 
p 在 某 个 Int(S,) 上 有 和 界 , 从 而 p 在 Im(F) 的 内 部 上 连续 .又 因为 连续 的 上山 函数 是 
局 部 Lipschitz 函数 , 故 存 在 以 yo 为 心 以 某 y 20 为 半径 的 球 和 一 个 常数 1'>0 使 
得 对 这 个 球 中 的 每 一 点 y 有 
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le(32l = ely) -eyd | Sr lly- yl, 
其 中 因为 oly) =0. 故 有 
d(z,F (y) s ly- l. 
c 1-20 E TEF Hy), Bl y€ F(z),f# || z 7 zo | SL y- yo ll .证 毕 . 
€ 1.6.7 ( 开 映 射 定理 ) BX, Y 的 Banach 空间 , 闭 凸 过 程 F: X pa Y) 
为 满 射 (这 时 Im(F) = 了) , 则 F^! Lipschitz 映射 :存在 常数 220 (818 V y, € Y, 
Vzr€F!()fiV yE Y, Jr, EF (y) E 
|| z, — z3 |! xd ly — >> || . 
证 明 在 定理 1.6.6 中 取 zo=0,yo=0, 这 一 点 由 下 为 满 射 是 可 以 办 到 的 .用 
定理 1.6.6 对 常数 120, RITE 
Vy€ Y, z€ Fy) fif lel silyl. 
BE y1,y2€ YR z€ F Gy) e€ F y- y UE Le ll LI yo ills 
M r= zx te€ F Hr ah F Aht, PE 
lzi- ll = lel stl»-»x»l. 
iE1.6.8 Banach 开 喘 射 定 理 显然 是 定理 1.6.7 的 推论 . 
定理 1.6.9( 闭 图 像 定理 ) 3E X, Y 为 Banach 空间 , 闭 凸 过 程 F: X9 p Y) 
必 是 Lipschitz BRE] FERA ! >0 使 得 
Fizi) C F(z) + ¿|| z, — x2 |C,Vxzi,z> € X. 
因此 F 的 范 数 有 限 . 
证 明 REHAR DA F AAF A ERR, 
定理 1.6.10 (一 致 有 界定 理 ) 设 X, Y 22 Banach 空间 , F,: X pa Y)ÆE— 
族 闭 凸 过 程 旦 点 态 有 界 , 即 
VrC€ X, Jy € EGG) 满足 sup Il yl <+. 
则 这 个 族 闭 凸 过 程 必 一 致 有 界 , 即 
sup | Fl <+ eo. 
证 明 ”定义 正 齐 性 凸 函 数 族 pi :XR Ul vi. 
Atz)= inf || yl = d4(0,.F,(z)),V x € X. 


jy€ F, (z) 
H F, 为 闭 凸 过 程 ,当然 也 为 Lipschitz 映射 ,从 而 知 o, 下 半 连 续 . 再 定义 函数 o: X 
>R 

p(x) = supp. x), Vz €x. 
由 点 态 有 界 条 件 知 o 是 有 限 的 , 且 由 ps 的 正章 性 目下 半 连 续 性 知 o 也 是 正 齐 性 下 
半 连 续 函 数 , 故 p 在 0 点 连续 .从 而 知 存在 1>0 使 得 supd(0, F, (z))  p( x) 
Lx ,mF ELE + sup || F, || <¿< + eo VES. 
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定义 1.6.11 (过 程 的 转 置 ) 设 下 :X 一 po(Y 了 ) 为 过 程 ,定义 下 *:Y* 一 X "为 
pcr* (q) V z€ X, V y€ F(x), p, DS la, y). Wn 下 "为 下 的 转 置 . 

下 "是 一 个 闭 凸 过 程 ,县 有 

(q,b) € Graph( F“ )&(p, — q) € (Graph( F)) 

一 个 闭 凸 过 程 的 二 次 转 置 就 是 它 自己 , 且 有 如 下 的 双 极 定理 . 

定理 1.6,.12 ( 双 极 定理 ) VE F: X py (Y ABl BKCX 满足 X 一 K 
=|z-k|xEX,kEKIX, 且 KK 是 个 锥 , 则 (F(K)) =-F* (-K ). 

证 了 明 ” 见 文献 [3] 定 理 2.4.3. 


第 二 章 ” 集 值 映射 的 连续 选择 与 连续 逼近 


本 章 主要 介绍 集 值 映射 的 连续 选择 与 连续 通 近 理论 . 连续 选择 理论 是 由 
Michael 于 1956 年 开始 系统 研究 的 ,Michael 选择 定理 已 成 为 现代 数学 许多 领域 的 
FETA. EZMECE Celina 于 1969 年 开始 系统 研究 的 . 这 两 个 方面 的 研究 
现 已 成 为 集 值 分 析 中 的 重要 基础 性 课题 . 在 这 里 我 们 只 能 对 此 作 一 些 最 基本 的 介 
绍 ,主要 内 容 包括 Michael 选择 定理 ,连续 选择 存在 性 特征 , 几 类 选择 问题 ,usc Bt 
射 连续 选择 ,连续 逼近 以 及 简单 应 用 等 . 


82.1 Michael 连续 选择 定理 
2.1.1 Michael 连续 选择 定理 的 叙述 


Michael 连续 选择 理论 的 产生 源 于 三 个 方面 的 原因 :一 是 连续 扩张 理论 的 发 
展 ,二 是 单 值 满 射 的 右 逆 和 纤维 从 间 题 ,三 是 当时 已 提出 的 若干 选择 问题 和 在 数学 
研究 中 萌发 的 连续 选择 有 思想. Michael (EIE EME: 

EA 2.1.1 (Michael) UE X 为 仿 紧 空 间 , Y 为 Banach AH, F: X— po ( Y) 
Ag BE HEC SEES BRUM LUE 下 有 连续 选择 育 数 ， 

所 谓 连 续 选 择 的 定义 是 ; 

定义 2,1.2 Vt X, Y 为 拓扑 空间 ,下 : 驴 一 po( YY) 为 集 值 映射 ,f: X Y 为 单 
值 函 数 . 若 Y x EX,f(z)EF(x), 则 称 f 38 F 的 一 个 选择 星 数 (简称 选择 ) ,又 若 
了 还 是 连续 的 , 则 f FF2 F 的 连续 选择 . 

Michael 定理 紧 紧 依赖 于 下 兴 连 续 性 和 同性 ,仔细 推荐 其 原始 的 证 明 , 可 以 发 
现在 整个 构造 性 的 证 明 过 程 中 这 两 者 起 着 至 关 重 要 的 作用 ,使 得 条 件 和 结论 达到 
完美 的 统一 ,以 至 于 多 年 难以 将 定理 加 以 推广 和 改进 .直至 20 世纪 80 年 代 中 期 ， 
人 们 才 引 人 较 弱 的 下 连续 性 及 其 他 空间 形式 的 选择 定理 .本 节 主 要 用 作者 最 近 引 
进 的 pse KERSA EKHI ,建立 连续 选择 定理 ,从 而 Michael 定理 作为 推 
论 自然 得 出 .另外 这 里 的 证 明 方法 较 Michael 的 方法 也 有 本 质 不 同 , 我 们 称 之 为 
“8 -连续 选择 "方法 ,这 来 源 于 Curtis 的 思想 ,我们 将 Michael 的 思想 方法 称 之 为 
“连续 e -逼近 选择 "方法 ,在 $2.2 中 作 详 细 介绍 ， 
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2.1.2 Michael 连续 选择 定理 的 证 明 


EX 2.1.3 ” 设 (Y,d) 为 度量 空间 ,对 任意 自然 数 n iE 
P, = ICHAS t; € (0,1],: = 1,7,2,8 Y] ti = 1} 
i=1 


为 [0,1j”* 的 子 空间 . 空间 Y 上 的 一 个 拟 凸 结构 为 满足 如 下 条 件 的 一 个 序列 
Mnet | 其 中 M.C Y" E, IM, xx 已 一 Y 为 连续 函数 ,z=1,2,…)， 

(CD E Cy. yt ta) = y; 

(C2), (yis ya if hips tius) 

—d.-a yis yis Xia T Yai Él lio Eo as ES 

(C3) Ye >0, 习 8(s)>0 使 得 对 每 个 nn 及 V(t,…,t)EP,, 当 d(y,W < 

Ste)(i 二 1,…,n) 时 ,有 
CA 
Y 的 一 个 子 集 CC RAOR, SERAHAN n A 
CCM,» H k,(C" x P,) C C. 

例 2.1.4 设 工 为 线性 赋 范 空间 或 更 一 般 为 局 部 凸 线性 度量 空间 , 取 M, = 
Y” kayit s Yn Er sbn) FEILE E bns Y {yt m) E Y' Qo n) E Pas 
Jul CY" ,二 为 拟 凸 结构 . 这 就 是 了 中 的 通常 凸 结构 ， 

D. W. Curtis(1985 年 ) 在 每 一 个 连续 统 的 子 连 续 统 超 空 间 的 最 大 有 序 弧 超 空 
间 上 引进 了 一 种 氢 凸 结构 .具体 构造 见 Curtis 原文 . 

5EX 2.1.5. 设 (Y,a) 为 度量 空间 ,ACY, 记 

diamA = suplad(z,y)|z,y € A| 

为 A 的 直径 . 

定义 2.1.6 B X Aaa, Y 为 度量 空间 ,5 >>0. 称 函数 f: X> Y E 
8 -连续 的 , 若 存在 X POPE 3,818 V UC di, diamf( U) « 8. 

由 定义 可 以 直接 得 到 如 下 的 结论 : 

(1) £V 870, f: X->-Y 都 8 -连续 , 则 f 是 连续 的 . 

(2) W 5, KAF 0, fa: XY 是 5 -连续 的 ,n=1,2,…, 且 f£, ECT 
f! X Y Jl] f 3&8, -连续 的 ,从 而 了 是 连续 的 . 

(3) Ë 8,7 8,20, f: X— Y 4&8; -~ 连续 的 , 则 f th ht 6, -连续 的 . 

另外 ,对 度量 空间 (Y,a), 设 8>0, 则 在 Y 上 度量 4 与 下 式 


_ 8d(a,b) 
e(a,b) mE * d(a,b) Ya,b € Y 


的 度量 e 是 拓扑 等 价 的 , 故 任 一 个 函数 F: Xo Y 都 是 8 -连续 的 . 
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注意 这 里 8 是 事先 设 定 的 ,因此 , 虽然 f 是 5 -连续 的 ,也 并 不 能 表明 
Y<’, fÆ -连续 的 . 

为 了 给 出 我 们 的 连续 选择 定理 ,再 对 定义 域 空间 X 作 一 些 拓扑 上 的 设 定 . 

HiU: heH X ESTER am RU q, :XX 一 [0,1] 满 足 : 

(1) Vi€ I, p 连续 ; 

(2) Vi€I,VxCXNU,,e (z)=0; 

(3) V< € X, Zele) = = l. 


则 称 函数 族 | gi ,为 从 属于 Uie BRDA. 

X 的 开 获 盖 1Gilicr 称 为 局 部 有 限 的 , 若 YzEX ,存在 KRU, EU, 仅 
与 有 限 个 G; 相交 , 即 U.C Gj 02. X B9— JFBD Y 称 为 另 一 个 开 和 覆盖 uR 
加 细 是 指 Y 的 每 一 个 成 员 为 尼 的 某 个 成 员 的 子 集 . 空 间 X 称 为 仿 紧 空间 , 若 X Z 
Hausdorff 空间 且 每 一 个 开 覆 盖 有 局 部 有 限 开 加 细 . 紧 Hausdorff 空间 和 度量 空间 
是 仿 紧 的 , 仿 紧 空间 蚌 正 规 的 .这些 都 是 一 般 拓扑 学 的 基本 内 容 , 详 细 见 R. En- 
gelking,]. Nagata 2k, J. L. Kelley 的 经 典 著作 .我 们 在 这 里 仅 纵 出 仿 紧 空间 的 如 下 
性 质 ; 

引 理 2.1.7 BX XO IRL , 则 对 X B8 — 71 7:808 U, X B Ba T B) 
单位 分 解 . 

证 阴 HEX, ERRAR FMA = | Vs]. es. H X 为 正规 空间 知 存在 开 
覆盖 | G lest G CGC V, V s€ S. Urysohn 8|, Vs € S, 3 XE E RC 
g,:X—[0,118F48 

g{G) = lll, z,(X - V,) = {0}. 
令 
g(z) = 2g) z€ x, 
z€ S 


则 g: X>[1, + oE EE V >€ X, 3502€ S,r € G,¿,) AM 
gr) Z go) = 1. 

又 由 的 局 部 有 限 性 知 ,存在 x 的 邻 域 W, 和 S 的 有 限 子 集 S, = |s1，… 5 使 得 

Ví €S-S,. W, Y V, =Ø, FEÆYsES\ S, V y€ W,,g(y)=0, 故 g(y) = 


六 a,(y). 由 e, 的 连续 性 知 ,Ve>0,Y i<n, 存 在 zx HRO, 使 得 


g,Gx) - gly)| < £, Vy€ O. 
ia G- WA (059 z BASIL V yEG 有 
lg) - g(z)| < > 


g, (y) 一 £g, (x)| < E. 
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故 g 在 z 点 连续 . 
作 f=g/g,YsES, 则 无:X 一 [0,1] 连 续 , 且 YzEX 有 


2f) = (Zao) (Za) 1. 
X,Vs5€5,3U,CAÀ,f V,CU,. V z€ X—- U,CX - V,, f(x) 2-0. WERF U 
中 的 不 与 任 一 个 U, 相等 的 U ,定义 万 =0, 对 sxE SEX fu = f. Wi folo 
从 属于 UHANE. EE. 

下 面 的 引 理 对 连续 选择 定理 的 证 明 是 本 质 的 . 
引 理 2.1.8 UE X Xi RS HL, Y 为 带 有 拟 是 结构 的 度量 空间 , FF: Xo 
po( 了) 为 取 完 备 凸 集 值 的 plsc 映射 . 若 Ye>0,5(s) 为 定义 2.1.3(C3) 中 确定 的 


正 数 ,f A F 的 8( 人 -连续 选择 , 则 Y y>0 存在 F 10 y -连续 选择 g 使 得 
dCf.g) = supld(f(z),g(z))x € XI <e. 
证 明 由 了 的 假定 , YzE X, 存 在 z 的 开 邻 域 U(z) 使 f( IT(z)) 包 含 于 
fGOB — 4 E I Jp D MER V (f (z). ROW GG) H f(z) fT 


V(7(z)) 的 直径 小 于 22 和 a [Z HAER, sit wGo n FG. F 
是 plsc 及 命题 1.4.2. 80 V z € X, 3z/€ U( x9). X. W(f(z”)) | F(z”)Z @ , 
有 xo 的 邻 域 U(xz0)CU(zo) 使 得 
F(z f| W(/f(z”)) Z Z, Vr € U(ro). 

因为 多 仿 紧 ,所 以 ti(x)|z EXIi 有 局 部 有 限 开 加 细 | Ula€ Al. X 

YaEAh, 取 点 c€ X Ni U.C U /(z=)C U(x).T 
V, = V(f(z)), W, = W(f(x”)), 
Fri >€ U(z)H FJ plsc 确定 , 则 
U, C F(W,) = lz” € X|F(z” (1 W, ZL, 


AU) C Vas dimV,< HEY, diamW, < Z., 
因为 zx EU(z), 所 以 f(x EVE) = Va- BEA alla), fa DEL y 
iiY y€ W(f(z'))= W,. 
al fle) y) < 4G), fr) + dll), y) < Se) + (2 = 36 


Hlela € Al 为 从 属于 1D.leE 41 的 单位 分 解 . YaEA, 记 。 的 支撑 为 
X,-Íz€Xle(x)»501CU,. 又 YzEX, 记 
Alz) = la € Alz € X,! = lai," ayl, 
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这 是 由 |1 世 jeE41 局 部 有 限 保 证 的 . 现 YzEX,YacEA(z), 有 zE 和 所 [所 
AFC) N WAD. y,(>)€ FOOD) We MRIDER BZ BE g 可 定义 如 
F: 
g(z) = k,(y, (z), Ye Gre, (z), e. (2)), Vx € X. 
由 F(z) 的 凸 性 知 g(z)€ Fix). Vici, n,x€ X, CU, ,f(z=)€ f(U,), 
Hily,(z)€ W, Ai 
d(f(x).9, G0)& d(f(z),f(z,)) + d(f(z,),y,(z)) 


< XO p AO < a, 


其 中 z, EXERCI U, CU, Cr, )CU(z, ) 确 定 , 故 有 
d(f(z),g(z)) c d CPG), f(z)ie, Ge, (z)), 
k Cy, (x), Gre, (z), en (X00) 
«tg. 
现在 ,我 们 验证 g 的 7 -连续 性 . ¥Y xEX, 取 xz 的 邻 域 N(x) 使 得 N(xz) 与 任 
一 个 不 全 有 之 的 XX PXW Y ENC), AL CAC). LH k, Re, 的 连续 
性 ,我 们 还 可 以 使 N(z) 满 足 ; V x ENI r), 
dk Cy (z), Gn ies Qr) es (z)), 
ks Ur) y, Gries (en (7°))) 


了 
<+: 


我 们 证 明 diamg (N(x)) 之 7. 为 此 我 们 假定 Y z€ NC), 
A(z”) = ja an C A(z), m= n, 


Jil z, x” E X,CU, Al 
Ya (2), Yo (z) € W, = W(/(=z¿)), 

其 中 z; € U(z, ) 由 下 为 plsc 确 定 ,而 z, 是 由 U, CU,(z, )CU(z, ) 确 定 .再 由 
damW, «a( Z) i1, m 知 

db Cy (x) y. Gr) e, (r7) e, GT), 

ba ns (z). y. Cn aeu Gr), (700) 

Y 

<+: 

又 由 定义 2.1.3(C2) 知 
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ku ya Cr) roy, Ge)se, (x onse, (z) 
= Rp Ia Gn) tuy, (z)se, G7) onse, GT). 
故 有 
d(g(x).g(x^") = d (kp ya (z), Gne (Gne D), 
ka Ya CH ) se Ge Duns GO) 
Sd, Gr) Yo Gr) ses Ge) ne, (n), 
hn Ya (z), y Gre, (x7) es (x20) | 
+ des Cy, Gn), (z);e, (ae (z), 
ks Cy (a ) ry (Eren (27). e, (z7))) 
z _ 7 
< +£ = Z. 
BEA diang( N(z)) € y. H x € X [E3850 g Jg y -连续 的 ,证 毕 ， 
定理 2.1.9 UE X ANDERS II, Y 为 带 有 拟 是 结构 的 度量 空间 , FF :XX 一 
po( 了 ) 为 取 完 备 上 同 集 值 的 plsc 映射 , 则 下 有 一 个 连续 选择 . 
证 明 ”我们 用 归纳 法 枸 造 下 BIER f: XY. 
(1) f, 27734 HO rp s 1,2, 
(2) d(f,. fai) «2 ",n-21,2,. 
WW Z RARE f: X— Y 是 2-"- 连 续 的 ,n=1,2,…. 因 而 是 连续 的 .又 
YrEX,F(I) 是 完备 的 , 故 f x)€ FC). BEA f 32 F 的 连续 选择 . 


(5) esl 
首先 我 们 可 以 歌 F MERER- I E A XC HEBR EZH fi M 
假设 f, 已 定义 满足 (1), 且 d(f,- ,f,)<2 71 022. WS 
2-0 sg) 
, 4 s 


由 引 理 2.1.8,F 有 y -连续 选择 f, + tË d(f,, fae. 当然 f. tB E 2 (n*D- 


iiU 7 Duet dt v, BOR BOR. < jt TUA DS T Ifa) EA S 

推论 2.1.10 (1) (RS IRE PEE Ras J ORE s D) RE s mi 
集 值 的 plsc(Isc, pHlsc) BEES E BEA. 

(2) T RSS BIS LP EAIIELR E HESS ST (PTE Frechet iT, Banach 4 
间 ) 的 取 闭 凸 集 值 的 plse(lsc,pHlse) 映 射 有 连续 选择 

注 2.1.11 推论 2.1.10(2) 中 已 包含 了 著名 的 Michael 连续 选择 定理 . 
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82.2 连续 选择 存在 性 的 特征 


关于 连续 选择 存在 性 的 特征 研究 是 自 20 世纪 80 年 代 中 期 开始 的 .为 此 人 们 
引 人 了 多 种 弱 于 下 半 连 续 性 的 较 弱 的 下 半 过 续 概 念 ,其 中 以 Deutsh 和 Kenderov 
的 几乎 下 半 连 续 (alsc) 和 Przeslawski 和 Rybinski 以 及 Gutev 的 弱 下 半 连 续 (wlsc) 
最 为 著名 ( 见 定义 1.4.5). 但 alsc 较 存在 连续 选择 绊 ,Deutsh 和 Kenderov 仅 对 F: 
Xp 了) 为 从 仿 紧 空间 X 到 1 维 赋 范 空间 了 的 有 界 六 凸 集 值 的 映射 证 明了 天 
有 连续 选择 当量 仅 当 下 为 alsc. 而 wlsc 强 于 存在 连续 选择 .因而 在 alse 与 wlsc 之 
[B] 下 有 连续 选择 必 描 述 了 一 种 连续 性 ,我 们 称 之 为 强 几 乎 下 半 连 续 (salsc). 本 节 
总 设 X 为 拓扑 空间 ,Y 为 度量 空间 . 


2.2.1 强 几 乎 下 半 连 续 性 与 连续 选择 存在 性 特征 


定义 2.2.1 É F:X->p (Y), >0,E X BR] B. (F): X— p ( Y)28 
Vx€X,B,(F)(z)=B,(F(z)). XW fF: XY, EV r€ X,f(z)€ B,(F)(z) 
=B,(F(x)), Bi fH B, CF) REFE EZ, MER £28 F 的 一 个 6 -逼近 选择 . 当 了 还 
连续 时 , 称 FON F 的 连续 e - 通 近 选择 . 

命题 2.2.2 E F: X p4(YO E Ve >0, F 有 连续 e -逼近 选择 , 则 F A 
alsc 映射 . 


证 明 YY xoEX, Ye>0, 设 了 为 F HIE SES IBI YEN, h f # zo 连续 , 取 


zo 的 邻 域 U 使 得 ¥Y rE U,d (f(x), f 3) < >. Kil V z € UA F(zo)E 
BACK GE)) CB. CFGr)) REC IB. (F(z))| V rE TD 天 好 ,由 定义 1.4.5(5) 知 F 
为 alsc 映射 .证 毕 . 

定义 2.2.3 Wt F:X--poCY),& F Jg 1 JU FEES 9 (1-alsc). # 
Ye>0,F 有 连续 e -BEAR A: X— Y H3 V ó >0, H FREH FL: X 
po( Y) 

F(x) = Elx) N B.(f.(z)), Vxcx (2.2.1) 

有 连续 8 - 通 近 选择 . 

称 下 为 2 几乎 下 半 连 续 的 (2-alsc), 若 Ye>0,F 有 连续 e - 通 近 选择 使 得 
由 (2.2.1) 定 义 的 F, 是 1-alsc BEI. 

假设 n-alsc 映射 已 经 定义 , 称 下 为 n+1 -几乎 下 半 连 续 的 (mn + 1-2lsc). # 
Ye>0,F AEZ e -逼近 选择 了 使 得 由 (2.2.1) 定 义 的 F. 是 n-alsc 映射 . 
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称 F 为 强 史 乎 下 半 连 续 的 (salsc) , 若 对 每 个 自然 数 n ,下 为 n-alsc 映射 . 

引 理 2.2.4 X F: X p YO FRIE: 

(1) F 有 连续 选择 ， 

(2) 下 是 salsc; 

(3) F JÉ n- alsc; 

(4) F Æ 1-alsc; 

(5) Ye >0,F 有 连续 se - 通 近 选择 ; 

(6) 下 是 alse, 

有 如 下 蕴含 关系 :(1) 二 (2)=>(3) 二 (4) 二 (5) 二 (6). 

证 明 (2)=>(3)=>(4)=>(5) a fh, (5) (6) fti 2.2.2. 

(1) 过 (2). 设 (1) 成 立 ,f 为 下 的 连续 选择 , 则 Ye>0,f 为 的 连续 e EEG 
择 , 且 由 (2.2.1) 定 义 的 F. 仍 有 连续 选择 f. 如 此 递 推 可 知 下 满足 定义 2.2.3 的 所 
有 条 件 . 故 下 为 salsc 映射 .证 毕 . 

定理 2.2.5 设 下 :X 一 po( 了) 为 完备 集 值 的 映射 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) 下 有 连续 选择 ，; 

(2) 下 是 salse 映射 ; 

(3) Yn 为 自然 数 , 下 有 连续 2 "逼近 选择 下 ,使 得 | 所 | 为 一 致 Cauchy 函数 
Al. 

证 明 1) 全 (2). 见 引 理 2.2.4. 

(2)-—(3) .假设 (2) 成 立 HEX 22.2.3, F 有 连续 2 1 OE RE PAL ERR X 
定义 的 Fi:X 一 pol Y), 

F (z) = F(z) N Bri(fitz)), Vz € X 
仍 为 salsc. 从 和 而 Fi 有 连续 2 “逼近 选择 后. 所 以 有 
Flax) E€ B.2(F(z)), V< e€ X, 
且 
fhlr) € B; (B; (f,(z))) C Byl fi(z)) C Bof x)), V z € X. 
同时 由 下 式 
Fy(z)7 F,(z) f) B;,2(fe(z)) 
= F(z) A Bx1(f,(z)) N Br flr), V z € X 
定义 的 映射 F, 仍 是 salse. 
HE 太太 都 已 经 选取 满足 : 
G)fG)E€ Bo (F(z)) ,i=1,",k, Vrz€ X; 
(i) iz) € Baer (fi-i(z=)),i=2,-: k V z€ X5; 
(GB Flr) = Fie) NBr (ACAD NN Bo 5G). V z€ X 
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定义 的 映射 F, 是 salsc, 271,77, P. 
WF, 有 连续 2 CUGHEXSEE f, Mu: 
fa(z) E Bre (F(z)), YrE X, 
E 
fsa(z)€ By *o(Bys(fi())) C Bare f,(z)) 
C Bí; *(fi(x)), V z € X. 
因此 ,我 们 归纳 地 构造 出 一 列 连续 函数 f: Xo Y 满足 
(a) f, AF 的 连续 2 “逼近 选择 ; 
(b) {fat 3—3 Cauchy 列 . 
故 (3) 得 证 . 
(3) 二 (1). 设 (3) 成 立 ,即使 上 述 (a),(b) 成 立 的 函数 列 1 志 1 存在 . 由 (a)， 
Vr€X,Vn,dy (z)C€ FCz) fifi dl yala), (22) <2 由 (b),Ye>0， 


3 N, 使 2-N< 且 Yn,m >N, VrEX, d Cf (x) fal). 因此 , V >€ 


X,V n,m»N,H 

d(y, Cx) ys (TNE dGy, (x), f. G0) + d(f,(z),f,(z)) + (f, Cra yn (x) 
«2"'«$4274 $9456 

XX ABA y, (zx) 为 F(x) 中 的 Cauchy 点 到 .由 F(x) 的 完备 性 ,| y,(x)| 在 F(z) 

中 有 极限 , 记 为 f(x) limy,(z)€ F(z), V z€ X. Mh d(y,(z), f,(z))< 


2 ",V n 成 立 , 知 有 
f(x)- lim f (x), Vz E€ x, 
BI f: X— Y Xj 的 一 致 收敛 的 极限 函数 , 故 由 f, 连续 知 f 连续 .又 了 为 F 的 选 
择 ,故人 1) 得 证 .证 毕 . 
注 2.2.6 ”命题 2.2.2 和 定理 2.2.5 表明 FF:X 一 po(Y) 存 在 连续 选择 较 F 
为 alsc 要 强 些 , 而 下 面 的 例子 说 明 salsc IE alse EAI. i XR, YSR E SM W: 
射 . 
[Cez t)l C [0,1], 为 无 理 数 ， 
F(z) = (fet € 10,1]|， zz 为 有 理 数 ,是 xz 关 0， 
IO,1)1, r = 0. 
则 FAAR aas 映射 ,但 下 无 连续 选择 . 
进而 ,有 Deutsch 和 Kenderov 关于 alse 5j V e >0, 存 在 连续 e SEES FEE 
的 结论 ， 
定理 2.2.7 W X ARS, Y AREZ, F: Xp Ank, 
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HJ F Æ alsc 当日 仅 当 Ye>0,F 有 连续 * -有 逼近 选择 . 
证 明 JURE 2.2.2. 
必要 性 . 设 下 是 alsc H V e>0, NY z;€ X ,#ffE xo 的 邻 域 U(x0) 使 得 
门 IB,(F(z))]z € Ult) # Ø. 
H X DEA FAH Ul) z€ Xi 有 局 部 有 限 开 加 细 | YE TELA mPR MUR 
IV lie HEUTE p lE Vic z,€ X f# V, CU). Wurm 
y EN IB,(F(z=))i= € V DNA IB,(F(z))| z € Urp) Z Ø. 
EKZ 
f(x) = Zpi(z)y, Vz € x. 
由 于 YzEX,r 有 邻 域 只 SARA V, W, JI) = di, üICL Vi € 
I(x), 5;(z) 70, nz) =1. 故 f(x) = PES 且 了 在 xz 点 连续 .又 
V;€ I(+z)# y € B.CFOG)),BIAEI Fir) AAA 
f(x) = 2 iG € co( BCF(z))) = B,(F(z)). 


故 了 为 F 的 连续 e -EXDAR. 证 毕 . 
2.2.2 几乎 下 半 连 续 映 射 存在 连续 选择 的 特征 


根据 定理 2.2.7, 我 们 给 出 从 仿 紧 空间 到 Banach 空间 的 闭 凸 集 值 alse 映射 存 
在 连续 选择 的 特征 . 设 X Dr, Y 为 Banach 空间 ,映射 F: X— pol YY) 为 闭 凸 集 值 
alse BR. V x € X, Ve >0,1 C, (F)(z=)= CGC (F(z)), 显 然 C, (F)(z)Ə 
B.(F(z)). 由 定理 2.2.7, CF): X70 p i (Y) APR IES i FE Bi Pl i SE fH BU Bb Bi. 
再 定义 映射 Ce : X0 po(YYN 
C! (x) = 1f(=z=)| f 8C,(F) 的 连续 选择 |,Y x € X. 
定理 2.2.8 V 2>0,C¿ 为 闭 凸 值 下 半 连 续 (lsc) 映 射 . 
证 明 设 roEX,6>0,y€E C7 (zo). H C? 的 定义 知 存在 C.(F) 的 连续 选择 
FEF =y ATA zo 的 邻 域 U 使 得 
Vz€U,lf(x)-»yl < š, 
即 
y € B,(f(z=)) C B(CC? (x)), 
即 
y EN [BKC (x) İz € Ul, 
所 以 由 定义 1.4.2(3) 知 Ce 在 zo 点 是 lsc. 
又 对 EX, yy EC (za), tC [0,11, WE C( 忆 ) 的 两 个 连续 选择 f, 与 
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万 ,使 得 
fi(zo) = yu falra) = 32， 
定义 XY 
Fix) = tfilz) + (1 — 0f, Vz € X. 
则 由 CCF(z)) 为 凸 集 知 


F(z) € C,(7)(z), Vx € X. 
故 f X C FERA. Er Pl 
tyi t (1 — £y; = firo) € C? (x9), 

即 知 C? (zo) 为 凸 集 ， 

Ji V EX, ENCI (2) 2 C (z), 则 映射 C2 为 闭 凸 值 lsc 喘 射 .对 z, € X, 
V y, € CZ (zo) lim y, = yo € CZ (zo). 我 们 证 yoE Ce (zo). 现 在 定义 映射 

fya! , zr = £i; 
Gtz) = r, £= zo,zr € X. 

则 显然 G: X— pi Y SB lac 映射 .由 Michael 连续 选择 定理 ,G 有 连续 选择 
g f g (za) = yo, E 

glz) € C2 (z) = C (z) C C;(F)Xz) = C,(F)Xz), Vz € X. 
故 g 为 C,(F) 的 连续 选择 ,所 以 yo € C (=o). RUE, Ci Ceo AME. WEE. 

显然 ,由 C* 的 定义 知 ,Yel>sz>0,YzEX, 有 Cz (x)OC2 (z). X V z€ 
X, 记 C(z)= 1C? (z), 则 C(z ) 为 空 集 或 非 空 闭 四 集 . 

根据 上 述 论 述 ,就 可 得 到 如 下 结论 

534 2.3.9 ” 设 义 为 仿 紧 空间 ,Y 为 Banach 2:8], F: X— 89 ( Y) Bd afit 
alsc 映射 , 则 下 列 条 件 等 价 ; 

(1) F 有 连续 选择 ; 

(2) Yn, CUPA ERAH f, 使 | 万 | 为 一 致 Cauchy 71]; 

(3) Yn, Ci 有 连续 选择 所 Ei f. 1 28 3€ Cauchy 列 ; 

(4) Vx€ X, C(z=)ZZ ,E H C(z) 定 义 的 映射 C: X9 po DAERA. 

证 明 (1) 二 (2) 二 (3) 显 然 . 

(3) 过 (4). 设 (3) 成 立 , 记 f= limF, 则 了 连续 .又 由 VY z€ X, YV n 有 Ci (z) 


DCi (z). Ci a)BDSBIERI Vx € X, Vn, f(z) € CI (z), 故 f(z)€ 


Cir), Hl C 有 连续 选择 . 
(4)=>(1). Ë: f A C 的 连续 选择 , 则 Ys >0,f AC 的 连续 选择 ,从 而 了 为 
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C.(F) 的 连续 选择 . BrUL V x € X, Va, f(z) € C1CF) x) RI 3y,€ F(x)fk 


|| fG)- y, |! <t, klimy = fla). 由 F(z) 闭 知 Hr)E FCz), B £F F 的 连 
STE. ES. 


2.2.3 弱 下 半 连 续 映射 的 连续 选择 定理 


在 本 节 最 后 ,我 们 用 上 述 的 定理 给 出 wlsc 映射 的 连续 选择 定理 . 

引 理 2.2.10 i Y 为 赋 范 空间 ,eE [0,1), 8 C[0,1— z), EC Y AAW, 
e€ Y ,y20.# Ef) C, (e)= @ , WA 

Ca (E) A C5 Cyle)) C Cua sa (E N Cyle)), 

其 中 M(e,6)=1+2(1-e)(1-—z£—8) t. 

证 明 对 8=0 或 y=0, 结 论 显然 . 现 设 8>0 且 7y>0. 不 失 一 般 性 假设 e =0. 
BOE yE Cay(E) 门 Gay(Cy(0)), 设 wEE 1848 || y- u | Y. 

第 一 步 . 设 |y| 专 (1-8)7Y, 则 | x 雪上 y sl + | y| <>. BÚ € E 
站 Gy(0), 因 此 y=u+(y-u)€ Cyl ENC 00) C Cu ps EN C, CO) CIN 
Mea >1). 


第 二 步 . 设 (1 nrc l l q = DEO Dei gw ao Hd 
sy<(1-8)y< | y lot 0) vl 


idu 70-3y. WA Lu - yl <A ylsa(ttt)y.X&!aA Hyl 到 Y= 
ly 1-7 G-6)r 可 得 
lul = -A yl = (t— ë — a9». 
E z€ CONE Hia =u, t Az- (17 A) y * Az, BAI 
lo, || S- 6 — Ag)y + àey = (1 — 6)y, 
Hilo - u | Sax. il wo-(1—A)u tiz, M aC E,H. 
le-wl --2al»-»wls-aeé. 
所 以 
loli < je o| + Ho | = (1-34)8y+ (1- 8)y = G-a)r y. 
故 wE ENC 0). tif 
eo-yl le- ul + |o — ll + ll- y ll 
x Y((1— A38 + Ae + A(1 + ó)) 


= yl + A(=£ +1)) < "(1 + te)- TM(e ,6). 
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É yE Cmee,wjar(ENCy(0)). 证 毕 . 
引 理 2.2.11 设 Y ABEM ,d20, s20, L>1 满足 oc Dd (45g 
B.E EC Y ,e€ Y # ED C4 Co) Z , WAE 
B,(E) n B,(Crate)) C Bsxtpa( Ë n Crale)), 
其 中 N'O) 21€ tD, 
证 明 4=0 时 结论 显然 .对 220,8 ETC E ZW = Ll. a= 5, 
y= Ld, 应 用 引 理 2.2.10, 有 
C,(E) f) C,(C;¿(e)) C Curr ata) ye (E N Cue». 
又 MEL L1,s (Ld) 1)=1+2(L+1)((L-1l)d-s) 1!<N(L), 故 有 结论 成 立 . 
证 毕 . 
引 理 2.2.12 É Y Mus IH, F: X po (Y ME wlsc 映射 , f: X— Y 
为 连续 映射 ,ad : X—[0, + oo) 9 EE GC UE V z C X, 
F(z) Ñ Cac GO) x Ø. 
WV L>1. ERI} G: X poC Y): 
G(x) = F(x)flCuo(fix), Vz € X. 
则 G 为 凸 值 wlsc 映射 . 
证 明 iE zoEX,Y 为 zo 的 邻 域 ,es>0. 显 然 若 d (x9) —0, | G TE xq A lse 
当然 wlsc. 其 实 ,这 时 G(zo)= fGco) EC ze 的 邻 域 U 使 得 
d(z) «Ze, f(x) € Byru(f(x)), V< € U. 
BAYrEU, 
f(x) € Cay I FG) N C, a (f(z))) CB Fx) O Cit (f(z))), 
所 以 有 
fld EN IB,(F(z) N Cic (f(z=)))]= € Ul =Y IB,(G(z))|< € Ul. 
从 而 知 G TE zo 点 lsc. 
对 d(z9) 20, o0 4115 
c < min (L- Dd cn) 


其 中 NCL)=1+ 3 
取 ro 的 邻 域 WC V ,使 得 Yx,zr € W # 
|d(z)- d(z )| < eQL)'!, 


,NOL)'!e 5 


alzo) < d(x), 


l /(z)— flr < pE 
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由 下 在 zo 点 wlsc 知 ,jz € W (E18 V zC F(z”),# xs 的 邻 域 U.C W 满足 
z EN IB,(F(z=))| = € Ui. 
Xf o€ F(z (Cui GG) 97 GG) P8 x 的 邻 域 U.C W 使 得 
w EN IB.CF(x)) dx € Unt 
从 而 由 YzE U, ME 
LF- a |< | fz) FG + MfG o | 


<+ Ld(z') < Z + Ld(z) + L * SF 


2 
= g + Ld(<) 
知 
o EN IB,(F(z)) N BACoa (f(z)))|=z € Usl. 
X 


Va € u, | < SDE) < CL Data 


所 以 由 Fir) A Cac CFCx0) 2 O FH9|1 88 2.2.11 A V z C U,, 
B,CF(x)) N B,(C;,z y (f(z))C Buts F(X) N Ci y GG) 
= Byays(GGz)) C B.(G(z)). 

# Á € Y IB. (G(z))| z€ ul. Bl G # zo 点 wlse. 证 毕 . 

定理 2.2.13 设 久 为 伪 紧 空间 ,Y ON GL BI, F: X— po ( YAAA 
wlsc 映射 , 则 下 有 连续 选择 . 

证 明 由 下 是 wlsc 知 下 也 是 alsc, 从 而 下 有 连续 2-!- 允 近 选 择 .假设 uo, 
f. SEXE: 

(1) £(x)€ B; (F(r)) i51, k, V z€ Xi 

(2) fi(x)€ Ba (f i(x)),i72, k NV z€ X. 
MEL G: X p (Y) V z€ X, G(z)= F(x)f1 B CFLC), Wü] dg 9| 8 
2.2.120& L22,d(x)—2 *, f(x) 2 f,(x)) M G Æ wisc, 当然 是 alsc, 从 而 G 
有 连续 2 5 二 逼近 选择 fo H| V +€ x, 

(1) faz 12€ B,--i(F(z)); 

(2) lf - AGOI«2*!«2**!2034)27 t l=5S. k 1, 
故我 们 归纳 构造 了 一 个 一 致 Cauchy 连续 函数 列 | F. 1, f, AF 的 连续 2 "IM MOD 
择 , 故 由 定理 2.2.5,F 有 连续 选择 .证 毕 . 

从 定理 2.2.13 ,我 们 也 可 得 到 Michael 连续 选择 定理 和 De Blasi-Myjak 关于 
wHlsc 的 连续 选择 定理 . 

本 节 讨 论 连 续 选 择 存在 性 特征 所 用 的 方法 ,我 们 称 之 为 连续 e - 通 近 选择 方 
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法 .定理 2.2.5 815828 2.2.9 基本 上 将 这 一 方法 表现 得 淋漓 尽 致 ,而 定理 2.2.13 
则 表明 要 真正 构造 出 满足 定理 2.2.5 或 定理 2.2.9 条 件 的 连续 e -逼近 选择 列 并 
非 一 件 容易 的 事 . 连续 e -逼近 选择 方法 与 上 节 的 8 -连续 选择 方法 从 两 个 不 同 的 
角度 (或 更 形象 地 说 分 别 从 外 和 里 ) 揭 示 了 构造 连续 选择 函数 的 基本 思想 . 
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本 节 主要 讨论 几 种 特殊 的 选择 问题 ,包括 最 小 选择 Chebyshev 选择 .重心 选 
择 等 ,这 些 是 对 前 两 节理 论 内 容 的 补充 . 同时 这 些 选 择 本 身 有 很 重要 的 实际 背景 和 
应 用 . 


2.3.1 最 小 选择 


众所周知 , 赋 范 空间 是 自 反 的 一 个 等 价 条 件 就 是 每 个 闭 唔 集 有 范 数 最 小 的 元 . 
又 当空 间 是 严格 凸 自 反 空间 时 ,其 每 个 闭 同 集 的 范 数 最 小 的 元 惟一 .另外 一 些 熟 知 
的 结论 是 : R" 与 Hilbert 空间 是 严格 凸 自 反 的 , 自 反 空 间 必 是 Banach 空间 ,具有 
Banach-Saks 性 质 的 Banach 空间 是 自 反 空间 .所 谓 Banach-Saks 性 质 是 指 任 一 个 有 
界 点 列 必 有 一 个 子 列 使 其 算术 平均 值 列 按 范 数 收 敛 . 

设 关 为 度量 空间 ,YY 为 自 反 严格 凸 Banach 25 [Bj , F : X po Y) A PR i (BL 
BF, V z€ XOU mex) mil || y 上 | yEF(z)| ,F(zx) 中 范 数 为 zar(z) 的 元 为 
= mix). JE X T — P BRÉI m: X Y, BE $ m 为 下 的 选择 , 称 为 的 最 小 选择 . 

定 还 2.3.1 Ut X 为 度量 空间 , Y 为 具有 Banach-Saks 性 质 的 严格 凸 Banach 
Z, F: X— pol 了 了 ) 为 闭 同 值 映 射 且 满 足 

(1) F f Y 的 范 数 拓扑 是 lsc; 

(2) F fE Y 的 弱 拓 扑 为 闭 映 射 ; 

(3) [m(x)| z€ X irte Y IARE. 

Jj m XT Y 的 弱 拓 扑 是 连续 的 ， 

证 明 设 EX, |r] CX, Em r, = x. H(1)V x, Iy EFi EH yn Li 
RAF m (z) ,所 以 有 lim || y, || = | m(>) l. BRG) E m(n) yg 
拓扑 收敛 于 yE Y. BR), y € Fle) ,为 证 m TE x AEE, RWE y 7 m(x). 
由 严格 凸 性 知 只 需 证 1 yl = | mi) LEE E y E l| mir) ll T.h YR 
有 Banach-Saks 性 质 知 {m(ze)} 有 一 个 子 列 |m (an) 1 K 33 EO 9k 
于 y( 这 里 因为 |m Cn) BRAF y i Em Go RARAN. XB im Cz, 2L BRE 
RPA, "5885198 kakak y). 从 而 


"4: HE MERHER SEAE 


lim 


irot 


= lyi. 


m(zn ) + | 


X 
«Moms | += + EG) 


[ze to + m(z,.) 


i 


ly, | ++ d sl 
<——— 


+ IT 十 
pp ett lal in g, l = Mma) 
Ër yl =l] mC l AA yl = lai) lE y — mr). BI m # z AXE 
续 . 证 毕 . 

定理 2.3.2 X HERZ H, Y Pg FLOR IS Banach 23 [8], F: X7 pY) 
为 闭 凸 集 值 映射 满足 ; 

(1) FE Y 的 范 数 拓扑 lsc; 

(2) F iz Y 的 范 数 拓扑 为 闭 映 射 ， 

(3) |m(z)| z€ XEE Y 的 一 个 紧 集 中 . 

则 o 为 连续 映射 . 

证 明 Vr€X,lz,| CX. T lim z, = 7 由 (1), Va, dy, C F(xz,), ER 
limya = m(x). PE lim || y, | = | ml. 由 (3), 设 limm Cz, ) = y, (2) 表 明 
y€F(2z), Br 2 | >J > imid ll. X lim | ml = [jy], B Yz, 
l| m Ge |= y, AE y| =< ml SEM yl = |m(z)| BIA y 
m(x),BrE m 连续 .证 毕 . 

定理 2.3,3 Ut X AU HENEE [8]. Y 为 Hilbert 218], P: X poCY AAEE 
续 映 射 , 则 m 为 连续 函数 . 

WRA Ys>0,YzxoEX. 由 下 在 zo 点 下 半 连 续 知 对 m (zo) € F(tzo), 存 在 
xo 的 邻 域 Ui ,使 得 

m(zo) EN {Bra( F(x))| z € Ul, 
即 
Yr€ U, d(m(ro), F(T)) < 622. 
AM Iy EFC) {Ë 
l mGzo) — x, | — 22 < d(m(za), F(zx)) «e. 
故 有 


l| (=) | < |>, | < l|m(zo) Í + e. 
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其 实 , 上 述 过 程 可 描述 成 ,对 充分 靠近 zo 的 都 有 | mla) l S | m Gne? | 2+ € 
(H e 的 任意 人 性 知 ). 若 

| (zo) || = 0, 
MÍ | mCz) ll <ve, 故 在 zo 点 连续 . 设 ‖ mo) || >0. H F E xo 点 上 半 连 续 
知 ,存在 xo 的 邻 域 U, 使 


F(U;) CB Ey E 
ik 
Vz € U;,d(m(z),F(z0)) < Ta: 
BIA 3 y, € FC) ,f& 


| mx) 一 Xyz | =< | TES l , 
即 对 充分 靠近 zo 的 z SUN y E Fl ro) tE 


[3 
| m(x) — x | < Tml i mil 


所 以 
(m(zo),m(z)>= (Gm(xo) y, + (m zo), m(z) — y (2.3.1) 
Z (mlr), y? s. m 
XN y€ FCGzry) , ERI y= y, Hf 
(m(zo),y) Ze miro), m C925, 
所 以 (2.3.1) 变 为 
(m(zo),m(z) — miz) z- e. (2.3.2) 
另 一 方面 ， 
| (z) l? = | (zo) ?+ [| (zo) - mie) ll? +2(m(z0),m(z) — mg». 
所 以 


| mixo) — m(x) || ? — 2e < || mio) — m(=) ll? + 2(m(z0),m(z) — mlaz)? 
= || mle) 12 + | m (z) ||? — 26m Geo) m C? 
+2(m(zo),m(=z)> —2 || m( zo) || 2 
= || mi) ||? — || mGo I? < s. 
S || m(zə)— mir) | ?x3e. BEA m TE xo 点 连续 .证 毕 . 
Aubin 和 Cellina 在 文献 [5] 中 给 出 过 一 个 Lipschitz 映射 的 最 小 选择 非 Lips- 
chitz 的 例子 . 
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2.3.2 Chebyshev 选择 


另 一 个 确定 的 选择 是 由 Chebyshev 核 构 成 的 . 首先 我 们 给 出 Hilbert 空间 的 下 
述 性 质 . 
命题 2.3.4 i X Jj Hilbert 空间 ， 
a,b,x€ X, ë= |5-al., p-mailz-al.lz-e25lt, 
则 YiE[0,1], 有 
l x- (za + (1 — 2)5) || 2 << 2? -:au-202. | 
证 明 d o-lz-al.HWiiilz-5l?^-ph*6-2(x—-a.5—a?A& 
862 —2(z —a,b— a) < 0. 
从 而 
-20 -1)x-a,b-a)s-(0—089, VE (0,11. 
#FP—Ji, 
| z- (ta + (1-b) N= g «(1-:8?-2(x - a,ta + (1 — t)b — a) 
而 =o +(1-422-2(1- )(xz-a,b- a), 
|z — (ta + (1 — 2)b) || 2 2 + (1 — r282 — (1 — a? 
= p? - z(1 — z)ë?, 
对 p= 上 x 一 5 中 同 理 可 证 .证 毕 ， 
定义 2.3.5 设 区 为 Hilbert ZA X HARE. K 的 Chebyshev 半径 r, 定义 
为 
7, = inflp| 3k,K C BG]. 
V p? r, ii O= I&IKC B,GO)l. 
ft E 2.3.6 RAC, 为 单 点 集 , 记 这 一 点 为 (K), RH K f Chebyshev Z, 
或 Chebyshev 中 心 . 则 有 
K C B, Cc(K)). 
进一步 , 若 玉 是, 则 有 ((K)€ K. 
证 明 由 定义 知 ,Yp> 关 ;Ce X X 的 非 空 有 界 闭 集 ,又 由 于 
Pe 
故 由 命题 2.3.4,C, 为 凸 的 ,所 以 是 弱 紧 的 , 进而 知 DC, 25 2. Ri (C, 有 两 个 
不 同 的 点 a Hb, WI 
区 工区 兵 , 工 所 B, (a) Hx€ B, (5). 


由 命题 2.3.4 知 
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2 
PELLE <rt- la- ol. 
K 
a+ b 
z € BJZ Jim | 27 ): 
而 


n» r- doa, 
这 就 得 到 一 个 矛盾 , 故 D C, AMAR. 


最 后 ,假设 c(K)€K , 则 沿 着 严格 分 离 (K) 
HALE K 的 超 平面 的 正 交 方向 稍微 移动 c(K) 
的 位 置 ,就 可 能 在 不 依赖 这 一 给 定点 的 情况 下 减 
D (KOR K 的 所 有 点 的 距离 .从 而 与 c( 玫 ) 的 定 
义 矛 盾 ( 见 图 2.3.1). 证 毕 . 

定理 2.3,7 dt X AR), Y 为 Hilbert 
空间 , F: X— po ( Y) AAR Pr ri E (LS usc E. 
Hisc 映射 . 则 单 值 是 数 C: X Y, V x€ X,c(x) 
=c(F(z)) 是 正 的 连续 选择 . 82341 

征明 (1) 先 证 函数 

r. : X—[0, +), Yz € X,r.(z) = r.(F(z)) 
是 连续 函数 . V zo € X, V 520,1 = 的 定义 2.3.5, 3a € Yd 
F(zo) C B, ttarla). 
又 下 为 usc Ei, ik 30, 20, tE 
V z € Bj (xp), F(x) C B,íCFCx9)). 


故 知 
YE Bs (£o), F(z) C B, (Flaa). 

再 由 定义 2.3.5 知 

r(x) = r Flr) < r,(F(zo)) + y= r,(zo) + 3. 
另 一 方面 ,由 下 为 Hlsc 映射 和 定义 1.4.5(1) 知 

3 05 > 0, Vz € Ba (x) 有 F(zo) C Brt F(z)). 
H ”~ 的 定义 2.3.5, 3b€ Y Ë: 
F(x) Cc B, (yero (5) m F(xo) Cc B, (3) 4 (5). 
FHE X. 2.3.5, r (zo) ir Cx) * n. BENI r. TE zo ARES. 
(2) 再 证 c: X» Y 连续 .假设 z € X, c TE xo 点 不 连续 . 则 了 7>0 及 一 列 收 
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ST zo 的 点 z E | clen) (zo) || 0 9. 8 620 充分 小 使 得 


A GG + e — T! < rm(zo) = 28 
Bit 充分 大 使 得 


F(z,) C BA(F(zo)) (RH F Æ usc 映射 )， 
且 
| r.(z,) -rr(zo)1<es 《因为 ~ 连续). 
则 一 方面 有 
F(z,) C B, (3 (e(2,)) C B, (a + (c (z,)), 
另 一 方面 又 有 
F(z,) C BCF(x9)) C B, (se (c9). 


所 以 FG, HEARRE (c(z=,) + c(zo)) 的 距离 最 多 为 


y (relz) +e} — T P. 


这 个 数 严格 小 于 rix) 72e ,当然 严格 小 于 rin AR reCer) = rIGG,) 
在 定义 2.3.5 中 的 定义 矛盾 . 故 c TE xo 连续 .证 毕 . 

Aubin 与 Cellina 在 文献 [5] 中 给 出 例子 表明 即使 F 是 Lipschitz 函数 ,c 也 未 
必 就 是 Lipschitz MA. 


2.3.3 重心 选择 


这 一 部 分 的 主要 内 容 是 对 紧 凸 值 Lipschitz 映射 ,构造 它 的 一 个 Lipschitz 选 
择 .这 里 对 映射 还 要 求 整体 有 界 ,同时 所 得 的 选择 的 Lipschitz 常数 也 与 映射 的 
Lipschitz 常数 不 同 , 而 是 依赖 于 映射 像 空 间 R" 的 维 数 x ,主要 结论 是 : 

定理 2.3.8 WE X IEEE MH, F: Xo po CRT) ET ME. Lipschitz 映射 , 且 
3M2>0,V r€ X, F(x)C Buw(0). 则 存在 常数 K RUBBER f: XR" Hl FORMA 
K 为 Lipschitz 常数 的 下 的 Lipschitz 选择 . 

这 个 定理 的 证 明 就 在 于 构造 F 的 重心 选择 . 

设 ACR 为 紧 凸 笨 , 即 有 非 空 内 部 的 紧 同 集 , m, 为 n -HE Lebesgue 测度 . 
为 m.( 妇 ) 为 正 数 , 所 以 我 们 可 以 定义 A 的 重心 为 


b(A) = ELS (2.3.3) 


$8 2.3.9 A 的 重心 bp(A)EA. 
为 了 证 明 命题 2.3.9, 我 们 首先 介绍 闭 凸 集 的 最 佳 逼 近 的 射影 的 知识 . 
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3EX.2.3.10 i% f HA Hilbert Z:(8] (3X R") 8] RU {+ oo| 的 函数 . 记 Dom 
=jzEyYylFz)<+o| 为 了 的 定义 域 , 若 Domf AA WE 了 为 真 函 数 , 当 了 在 子 
集 KCY 上 有 定义 时 ,我 们 可 以 将 £3 3K29 Y ERER f Ez EK B fc (z)= 
4 cc, id 

E(tf) = |(z,1) € Yx R f(x) 4l 
称 为 f 的 上 图 ( 见 定义 1.6.5). 我 们 有 
E uf) = QEG: 

TRAGAR, E E ,( 7) 3538. /为 下 半 连 续 当 且 仅 当 忆 (NAAR. 25 HUS 
VAER ,|zEYlAz)s4j 为 团 集 ( 见 定义 1.6.5). 对 KC Y, X. K IH PES 
St ok NV x€ Kgk(x)20, V z ZK,gx(z)= + eo. 

我 们 有 如 下 结论 : 

命题 2.3.11 ËL f:Y—>R U + col y F ESE 85 838. | V z€ Y , FE 
惟一 zE Y, tE 

f(z) + tz-zrl?= inf(f(y) + 7 ly- al). 


用 不 等 式 表 示 为 YYyE Y. 
FEE) — f(y) + (Z — z,Z — y) < Ü. 


证 明 RaGO- pif) rd Loco, V z€ Y. BR g(x)» — o. 

我 们 证 明 习 二 E Y.g(z) - P(z)+ 寺 外 下- 工 |12. 为 此 ,我 们 考虑 一 个 极 小 化 
AAi ERRE Gs) tE | y, ~ 二 12<g(z)+ 寺 (这 由 8 的 定义 可 知 ), 则 
à tese (oae edt Os) a 


2 


Yn H Ym _ 
2 


|, — y  |2=2| »,- zl? *21 y, 7 zl? - 4 


<4[1 + L Rgl) - f(x) - f) 8[ [22228] s(x) 


<4[1 + 1 +2 [> 22=]- f.) -f(ym)] 
«(1 1). 
PIA Tos D Cauchy A4, Wy, BRAF z€ Y. H S A TEREA 
fix)bt- l iz -z l|’ < liminf f (yn) + lim > LI yn z ||2 < gle). 


X f)*1lz- z l|’ Zel) BAR. ik g(z) = fai j| z — x 下 2 
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MEY zEY,Y9>0, 对 码 我 们 用 一 9 一 z) 代 换 g(xz) 定 义 中 的 y, Ij 
fa) idz-aild 
«a - 0)f(z) + f(x) 
+ (lz -z|2-260- 2,2 - x) 8 |z- ud?) 
H 0 除 两 边 ,再 简化 得 
KE) -f(z) K- (Z - 2,23- z) €f |z sl. 
由 0>0 和 任意 性 知 f(z)—- f(x) - ar TO z). T HERR. iE 
$8 2.3.12 (E EER EE) UE KC Y 为 闭 西 集 , 则 ¥xEY, 在 在 惟一 
xx( 工 ) 毛 KK 使 得 
| z — z<(=) | = minlz - yl. 
也 可 等 价 描述 为 下 述 变 分 不 等 式 : 
Grk(z)- z,zk(z)—- y) 0, VyC K. 


证 明 在 命题 2.3.11 中 取 了 = pg MER z= zk(x). 
zy 显然 为 Y 到 KK 的 函数 , 它 是 非 扩张 的 
l zkCx) — mgk(y)]| < |z — yl, 
且 为 单调 的 
(aglr) - zg(y),x — y) 2° 0. 

m(K)= xx (0) 为 K 的 范 数 最 小 的 元 ( 见 本 节 2.3.1). 证 毕 . 

命题 2.3.9 的 证 明 假设 5(A4)&gA, 由 A 闭 , 有 dlt5b(A),A)>0. 记 

a = ga(b(A)), b = B(A), p= b-a. 

die NDESÜÉV:rCA,(x-2a,2*0.MÀqmJm 


1 
b 一 A| ims 
知 
p= b-a= ohe — a)dm, 
有 
1 
lo M7 Gol G dmb) 


- 元 tj — a, b)dm, < 0. 


B] p =0 与 p70 FM. i p C A. WH. 
命题 2.3.13 Vk ACR" 为 紧 凸 集 ,4 = BI(A).HIJ 5(A2 € A. 
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证 明 ER O(A NEA. a = zA(b(A7)),5= &(A) p=b-a El p= 
TaT ™ 


lp l? = igl p ap) drm. 


我 们 将 像 命题 2.3.12 一 样 证 明 上 式 右 端 非 正 ,从 而 导出 矛盾 . 

设 S, 为 将 xz 映射 成 zx 关于 与 过 pp 和 a 的 直线 正 交 的 超 平 而 的 对 称 点 的 线性 
变换 映射 ; 

S.(z)=a+(r-—a)-20 — a,byb, Yrer. 

记 

A1= lzEAllr-ap) >0, A= jrE€ A |lz-a p) <0}, 
则 有 SLA OCA. RK, V x € A Er A nalo Eit x 和 S,(z) 直 线 上 的 射 
E. Hi Pythagorean 定理 可 得 

læ ~ rale) ll 2 | Spx) - rala) il. 


从 而 
lz- | Z H S,(z)- z N- 
我 们 有 
lz-z| = z-z) = (z- a a,b>- lr -a bb. 
E 


| S,(z) -z | =- 4S,(x2 7 xb? =- (Sx) - a, $2 + (x — a.b) 
= (x-a, ġ)}+ (r -a,þ). 
再 用 一 次 最 佳 过 近 定 理 , 有 z € A. H 
d(S,(x),A) < || S,(z) rala) Err) = d(z=,A)=<1, 
所 以 S,(z)€ A'. 
记 A =A USA DULA A CASU SCA )),RII 
Í z — a, pidm, = J (z — a, p>adm, + | (z — a,p>dm,. 
A ALUS CALO A' MALUS CAL) 
前 一 个 积分 关于 变换 S, 是 不 等 的 , 旦 变换 S, 的 Jacobi 行列 式 为 1, 映射 = 
(x—-a,p)XT S, 是 反对 称 的 .从 而 有 
(z-ap= Í (Sa-a p Í l-ap). 
SALUS ALD AUS) S,CA,US CAL) 
所 以 这 个 积分 为 0. 
I A“ N CALUS,CA S CA AEL 
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| (z - a, pam, < 0. 


这 就 导出 了 矛盾 . 故 (AC A. uS. 

定理 2.3,8 的 证 明 ”上 一 命题 表明 映射 5: XX 一 R",b(tz)= b(BGCFUX))) 
( V z€ X): F 的 一 个 选择 ,我 们 证 明 这 个 选择 是 Lipshitz 选择 . 

选 定 z Mr, i 6= B (F(z)),@”= B (F(z”)),WJ 


XC - [zat q^) ms 
j xdm,- 


< (ct mta), | m * m, 
< |m,( Š) ~- m,C0)0| (M + D 7n, (3000 
+ [m,($ Ñ D) + m, (O \ BM + 1) Zm, (B3(0)). (2.3.4) 
我 们 希望 用 DD, DRH LEH. IE, RIEKER m, (B5 (5)) (30) 
与 m, (O). BAR 中 的 单位 球 含 在 单位 立方 体 || | Emus n P AAR 
们 可 以 估计 malet Daele € d, lA |< s], Kb le AIER. 
由 初等 微 积分 可 知 若 S HARE o 为 单位 向 量 , 则 1S + go18.< 引 的 测度 是 
m,(S)+ |ë|m,-i(p.(S)),3trE p, SEH o 正 交 过 原点 的 超 平面 中 的 射影 
Cp (SJE S BRE"). 


m.) t o) | zam, 


t 

记 P = [e * 2;2elp € 6,5 <|, 
且 用 5; 表示 沿 方 向 &; 的 射影 . 

我 们 递归 地 可 以 得 到 


m, Gb.) < m, (P) + 23m Go. ;(9, 4). 


因为 BC(M+1)B1(0), 所 以 每 个 p; ( @; ) 的 每 个 元 素 到 原点 的 距离 最 多 是 (M+ 
1)+ 8a, iE B,-1 为 R”! 中 单位 球 .所 以 对 某 个 常数 K, 
m, BDS m, (@, ) 
< m,(@) + Bm, (UM + 1 + 8n) Bp-i). 
=< m4(5) + HKL. 
=DE, ), W &/CB,(0) H 9C BG»). ELA 
m,CDN D) xz m,(B (D) — m,(D)) mE N 6) m, (B(9)) - m, ($). 
类 伏地 ,| m. (0) 7 m. (5) | =< Ko, BA (2.3.4)9]18 
| BG CF(X)) - BOX (FG) | x K9DOXS(FG)) Bi(F(x ))) 
对 适当 K, 成 立 .最 后 设 下 的 Lipschitz 常数 为 L ELK = LK; , WJ 
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|bCz) - blr) |S K;,D(B,(F(z)),Bi(F(z”)) 
< K,D(F(zxz),F(z )) =< Kd(z,z”). 
取 f Jjb 即 为 要 求 的 Lipschitz 选择 .证 毕 . 
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一 般 情 况 下 ,即使 是 取 闭 凸 集 (或 紧 凸 集 ) 值 的 usc 映射 ,也 未 必 有 连续 选择 . 
Bidnit F: R — po (R ) 定 义 为 


[i7 1, z «f, 
F(z) = t 1,31], = =Q, 
TP x > 0. 


JU] F 29 usc RAA, BETERA. 因此 ,寻求 usc 映射 存在 连续 选择 的 条 件 ,或 从 好 
的 角度 用 新 的 思想 将 集 值 映射 问题 转化 为 单 值 函 数 问 题 成 为 人 们 致力 研究 的 重要 
问题 .本 节 的 主要 内 容 有 两 个 :一 个 是 用 滤 子 收敛 给 出 usc 映射 存在 连续 选择 的 两 
个 充分 条 件 ,这 是 作者 最 近 的 研究 成 果 ; 二 是 系统 介绍 连续 表 近 理论 方面 的 主要 结 
R. 


2.4.1 上 半 连 续 映 射 的 连续 选择 


E X Athul) E) VACLASE2 (2) VA,B€% ADB 
€45(3) V CCX, d AC ACC Bf, CC ar ME UH X WjJ— 3. A^, 
VEX, d 的 分 域 系 Ur) ETET. B UIA X WPW 48 TME V A € ú, 
J BEVE BCA ME VAAT UWA LUET AURI EX, E UM), 
SE z A UNAR RA UKAT x. limt A 中 的 极限 点 作成 的 集 . 

BUCp(X HE: (1) VACU A2Z0:Q (2) VA, BEY, 3C € 4, di 
CCANB. WI uA X 的 一 个 滤 基 .关于 滤 基 间 的 从 属 关系 及 滤 基 的 收 伍 定义 与 
土 面 对 滤 子 的 定义 相同 . 设 下 :多 ->po( Y) 93818 BR]. 2 X IE, V A € "id 

F(A) =U {F(x)lz € AH 
及 
F = F(A) A € aj, 
则 有 

命题 2.4.1 FOH Y jJ [CN ERE. 

18886 2.4.3. VE F: X p ( Y) 32HISEIS BBS. limF(3KX 40) 2 z € X, 
且 了 为 正则 空间 . 则 F ZE xo 点 usc MAMM limF(A xo)) C F(zo). 

WEBH 必要 性 . 设 yo ClimF(% zo)) , BIA 
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F(M Zz0)) < % yo). 
# yo F(z), H Y EAM, EERE Ui, U,C Y f y € U,, FCx9) C U, H 
LU, U, = £f. X.Hi yE limF (W zx0)) 知 ,3 V4 € %(z0)ËË F(V CUL. EH F 
YE xq Ñ usc 1 d V, € 9 zo) F( V,)C U,. BUR. 
@ Z F(V, f) V.) CFV) AFV) C U, (nU = @. 
这 是 一 个 自 相 和 矛盾 的 结果 , 故 y € FG). 
充分 性 . 设 lim F (W x5)) CF Gg) ,UXHE— P446. F(zx0) 的 开 集 U, V yE 
limF(2 x9)) ,为 ?的 邻 域 ,从 而 3 VEW HE FOV)CU. k F E ro M vse. 
证 毕 . 
E 2.4.3 设 下 :X-> 加 (了 Y) 为 闭 集 值 usc 映射 ,Y 为 T3 空间 , 且 VzEX， 
limF (4 z) FE. VÍ RUE RC f: X Y 定义 为 
f(x)-limF(4^(z)), Vx € X, 
E F 的 连续 选择 . 
WA d Y T, VCX.limF(V(z)) f£zkEm ME. 由 命题 
2.4.2,limF(9( z)) € F( x). ATA 定义 合理 且 为 F 的 选择 .又 因为 
f z)) < F(3(z)),V x € X, 
HR 
F(9 z)) <  f(z)), Vx € X, 
所 以 
fO) < WFC) Yr € X. 
BI limf(8((x)) 2 flr), V zxE€EX. 故 f 为 连续 函数 ,证 毕 . 
定理 2.4.4” 设 下 : 义 一 po(Y) 为 闭 集 值 映射 ,Y 为 Ts 空间 ,D 为 X 的 稠密 
集 ,YzEX, 记 
9(zx)() D = [Uñ DIU € à z)]. 
z5 limF(4( z)|D D)€ F(x),W Flog X ges p: XY, 
f(x) = limF(9(x)(1D),VrzC€ X 
为 下 的 连续 选择 . 
uH By z€ X, V UC%(z), UNDEAD, MU (z) D 为 XX HE. tF 
别 当 zxzED 时 , 铁 z) 门 DD 为 z 在 D 上 的 邻 域 基 ,由 命题 2.4.2,F 在 D 上 是 usc BR 
射 ,由 定理 2.4.3, 了 lp 是 连续 的 , 现 证 f 3E X. 上 连续 . 
设 z € X. U Afir kA. h Y BEWE, AE Y 的 开 集 站 使 得 
f(za) € VC V C U. 
又 由 VY xC X,f(z=)€ F(z)3⁄H 
FCK xq) N D) < FU) f| D) 
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所 以 limf (Uro 1 D) 9 f(zo). WA X 8593.58 W € 9 zo) ,使 得 
fKWwnnp)ycv. 
YzrCW,ic 
Au = YN AUC) N D), VU(z) € Az). 
3,7 (Agl Ulz) € Mrz). 
Jj sz, A Y "Pag xS WAU EM), A DIY WG U z) SZ. BIA 
£x f(Diwnuc)c CQ f(D 1) W) n f£(D n U(zx)) 
CVfif(CUCGZ)f) D), VU(X)C€ W(r). 
XAR Ls X FOKCGOLD) AmA 
lina, = f(x), Vx € W. 
Tü x, 为 Y 中 滤 基 ,所 以 f(z)€ V, V z€ W.ix f(W)C VC U. ill f TE zo 
点 连续 . 故 了 为 下 的 连续 选择 .证 毕 ， 
Hit 2.4.5 (Dugundji 连续 扩张 定理 ) — iU D Ig X 的 稠密 子 集 ,Y 为 T3 空间 ， 
f: D Y 连续 , 则 f YE X EPXEXESEU KSAD V z€ X, limf (QI x21 DM 
fr. 
证 明 ”必要 性 . 设 g 32 f dEX EBERT SK, V x € X,limg(21(z)) = 
gx). X glo f HFK DND) Kg 22) BEI limf(A(( z) 01 D) 2 g(zMÉE 
在 . 
充分 性 . 设 f:D->Y 连续 , V x € X,limf(( x) 1 DUE. FERE (EM F: 
X pyC Y) 
| Hæ) <= € p, 
Y, r€ XXD. 
W| F[p— fF, BI FED Eus. V +€ D, VU€A( x), UTI DC D, RUN x 
€ UID, F(z/)  1f(x l. f FCUT D) 7 CUT D). MTA 
F(4K x) N D) = f(%( x) N D). 
Ht limF(4 z)(1 D) -limf(9(z)P1 D)€ F(z), V <€ X. HEH 2.4.4, F 有 连续 
选择 ,这 个 选择 就 是 了 在 上 的 连续 扩张 .证 毕 . 


F(x) 


2.4.2 Cellina FAMEM 


早 在 20 世纪 40 年 代 ,von Neumann 3038 H1 AAE AAE EEA E, 
而 直到 1969—1971 年 间 ,这 一 思想 才 被 Cellina 用 他 的 系列 论文 加 以 系统 化 . 设 
X,Y 为 度量 空间 ,下 : XX 一 pol 了) 为 集 值 映射 ,e >0. 若 存在 连续 函数 FX Y 使 
得 
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Graph( f) C B,(Graph( F)), 
则 称 fF He -连续 通 近 . Cellina XB FEL Sf be Y P (98 UT HELP RNS EHR 
方法 为 研究 集 值 映射 及 集 值 分 析 的 应 用 提供 了 一 个 直观 而 又 简便 的 思想 方法 . 
定理 2,4.6 (Celin: 连续 逼近 定理 ) 设 针 为 紧 度 量 空间 ,Y 为 Banach 空间 ， 
F: X pY) ADRIE asc 映射 , 则 Ye >0, 存 在 局 部 Lipschitz 函数 f: X— Y 使 
得 
Graph( f) C B, (Graph(F)), 
HRH f(X)CooF(X). 
证 明 Xf 60, AH FA usc, BIUA V z€ X ,## 5, 50(0, <2e HEt 
F(Bs (z)) C BgCF(Gx)). 


因 X 为 紧 的 ,所 以 开 覆 益 | B{ 2,2) ze x ner 

bí t] 
从 而 有 从 属于 这 个 覆盖 的 局 部 Lipschitz 单位 分 解 ai: X-*[0,1] ,= 1，… ,aa. 对 每 
Misin PELEEETT E 


fix) = 3 az). Vx € X. 


则 了 是 局 部 Lipschitz f], H. V x€ X, f(z) € coF(X). 
YLE X. i I(x)- lila (z)#01C t, nl. MJ Vicr(x), 


zep[= 22]. mm ise iov 


t 6, 


dri xj) S d(zi xz) + d(z, x) 


id &€ GRE à = mex, MAVEN) a € B( x, Š LIN IS 


we F([.. e rata n» C Bea(F(m)), 


由 上 式 右 端 是 凸 的 知 f(x)E B,4(F Cz). z, € FG )fE$8. | z, — f(z) || < 
e/2, Wl pt 5, 和 的 选取 知 
dile, fla) Gum) s d(z,z,) + | z — f(G)l <2 + > < €. 


从 而 完成 证 明 . 
推论 2.4.7 (Kakutani 不 动 点 定理 ) V K H Banach 空间 X BIS F:K 
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— bo CK EU Ë usc 映射 , 则 天 有 不 动 点 , 即 3 EK,zEF(z). 

证 明 ”由 Cellina E, t [ f, 1 K 到 K 的 连续 函数 使 得 

Graph( f,) C B, (Graph( F)). (e, — 0,2 —= oo) 

由 Schauder 不 动 点 定理 存在 z, € K [E x, = f(x). t K 的 紧 性 ,不 妨 设 lim z, 
7 x BilAd((z ,z),Graph( F))= limd((z,,f(z,)).Graph( F)) = lime, =0. X. 
EBIGraph( H, &I z € F(z),EI(z,z)CGraph( F). WEE. 

Cellina 的 允 近 定理 有 很 多 应 用 ,在 集 值 分 析 中 具有 重要 的 地 位 和 作用 ,但 它 紧 
紧 依 束 于 度量 .下 面 的 结论 更 具有 一 般 性 ,并 去 掉 了 上 度量 性 . 

定理 2.4.8 ” 设 义 为 仿 紧 空间 ,Y 为 局 部 凸 拓扑 线性 空间 ,下 :于 一 po(Y) 为 
紧 凸 集 值 usc 映射 , 则 对 Graph( F) ÉME— T-2T 8 st U, 存在 单 值 连续 函数 f: X» 
Y 使 得 

Graph(/) CU [IU | U € "dj, 

HVzrz€X,f(x)€coF(X). 

证 阴 yC X, VyC F(z=), JUEU, y) E U, Tri X BJ FE 
A, A Y B) 0 s£ 859 Bi JF 4835 B, É C, 满足 

B, C B, + B, C C, 
及 
(z,y)€ A, x (y + B,) C A, X(ty+C)CU,, 

则 |y+ B,IyC€ Fia) Mly ClyEF(xz)| 为 F(z) 的 两 个 覆盖 . [A x (y + B) 
|yC F(z=)I,ÍA,X(y+C,)|y€ F(xz)!&|U,ly€ FG DSi xT x F(z) 的 三 个 
x. 

因为 F(z) 是 紧 的 ,所 以 存在 有 限 集 |y1,… y EC FG) BEL y; + B, li 51, 
nb F(z) 的 覆盖 . 记 B=B, 门 … 门 B,. 则 YyE F(z)+ B, iy € F(z)Ë 
yEy +B, 从 而 存在 y; f£ y € y, + B, AA 

y € y + B, + B C y + B, + B, Cy + C, 
故 
F(z)+ BC (yj + C, ) UU (y, + C. 

X BOY mo Ami sk F(z)+ B 为 包含 F(x) 的 开 集 .从 而 存在 x 的 邻 域 
W, ë F(W,)CF(z)* B. 

[N X Di EK, X WOOD W. |z € Xi 存在 局 部 有 限 的 开 加 细 { Ui1i€ET 及 
从 属于 | Ui € TI 的 半 位 分 解 { pitiei. 妈 有 

(1) p;:X=[0,1] 连 继 , 且 x ZU; 8, pi:(x)=0,Yi€El; 

(2) 2) =1, VrC€Xi 
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(3) YzEX, 存 在 z WAWR VCW, 及 最 小 正 整 数 m 之 1,i1,…,inE1 使 
得 VN UAD, jl, mM VIE Li duoi AVN U=. 

YrIEX, I(z)= ii," i |. WE Vr € Ve, I C), VCV: B 
bi x on pi (x ) - 1. XW Vi € I(z), 32; € X 98 U, CW, BEVA 


v, WAD. aj € v. W, R z€ Fa) MELEK F: X--Y 3 


f(a) = 2 bi (z)z;, Vx € x. 
则 了 是 连续 的 , 且 显 然 
fir) € co(F(z)), V< E€ X. 
又 因为 
Vr€X, Vš € I(z), z € V, N W, CWN Wa» 
所 以 
z; € Fiz) C F(W,) C F(x) + B. 
X F(z)+ BANE, ik f(z)€ F(z)+ B. V z€ x # 
f(x) € (yp + C,) U Ú (y, + C). 
V z€ Xii A,= A, D A, , 则 
(z,f(z))€ A, X ((1 + C, U =: Ú (y, + C, )) 
C (A, x (x + C, )) U e U (A, x (y, + 0,0) 
cüu, 
CU tU,ly € F(x)! 
CUIUIU c aj. 
[4 
Graph( f) CU [U | U € aj. 
证 毕 . 
我 们 称 定理 2.4.8 中 的 了 为 F 的 一 个 连续 逼近 ,这 还 是 采用 Cellina 的 术语 ， 
只 是 由 于 没有 了 度量 ,所 以 才 没 有 “es -连续 有 逼近 "的 出 现 . 
推论 2.4.9 ( 攀 徐 不 动 点 定理 ) 设 磋 为 局 部 凸 拓扑 线性 空间 Y BUS, 
FX py CUN BIS SEE. usc 映射 , 则 FAR, B a xoE X E rgt Firo). 
WB 设立 为 了 中 0 点 的 任 一 凸 邻 域 , 则 和 xz+ V)x (F(z)+ V)|<z€ X! 
为 Graphf 开 ?的 一 个 覆盖 .由 定理 2.4.8, 存 在 连续 函数 Jy: X X 使 得 
Graph( f) CU Het V) x (F(z)+ V) I x € XI. 
由 Tychonoff 425 XE XS, fy 有 不 动 点 zyEX, 即 fy(zv)= zy 所 以 存在 y, € 
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F(zy) 使 zy= f(zxv)Eyy+V. 因 而 jwuyEV 使 ty yyt uy. OS X FEES, 
所 以 可 设 各 ;zyv=z0, 其 中 Y 为 了 中 0 点 的 凸 邻 域 系 . 又 显然 lp uv — 0, 所 以 
lim yy = zo. H F ËJ EFREM zo C Fro). WEE. 


第 三 章 ”均衡 的 存在 性 与 稳定 性 


本 章 主 要 介绍 非 线性 分 析 的 主要 问题 ;提供 解 方程 或 包含 (有 约束 或 无 约束 ) 
的 准则 以 及 研究 解 的 逼近 和 解 的 稳定 性 等 ， 


83.1 攀 徽 不 等 式 与 不 动 点 定理 


不 动 点 定理 是 非 线 性 分 析 的 基础 ,而 Brouwer 不 动 点 定理 是 不 动 点 理论 的 基 
Tli 3E (Fan Ky) 78 23 AXE EE, Kakuteni 不 动 点 定理 、Tychonoff 不 动 点 定理 、 
Schauder 不 动 点 定理 均 是 Brouwer 不 动 点 定理 的 推广 ,但 它们 又 都 是 等 价 的 ,特别 
是 与 攀 负 不 等 式 和 Ekeland 变 分 原理 等 价 . 后 两 者 在 现代 非 线性 分 析 研 究 和 应 用 
中 比 上 述 不 动 点 定理 更 有 效 . 本 节 主 要 讨论 攀 艇 不 等 式 与 不 动 点 定理 的 等 价 性 , 同 
时 给 出 一 个 约束 均衡 定理 . 


3.1.1 BS A SÇ 


EH 3.1.1 (DESEE) K 79 Banach 空间 义 的 一 个 紧 凸 集 ,函数 o: X 
x XR 满足: 

(1) Vy€ K,z olz, yE FFAN; 

(2) Vz€K,y (z, y) EMM, R y —- olz, y) Enh; 

(3) V y€ K,g(y, y) 0. 
Mj 3z€ K W 

ge(Zz,y)<0,Vy € K. 
证 明 我 们 首先 就 有 限 维 情况 证 明 , 而 后 再 用 此 证 明 Banach 空间 情况 . 
对 有 限 维 情况 ;我们 假设 结论 不 成 立 , 即 有 
Vz=€ K, 39yEK 使 得 g(x,y) > 0. 
这 时 , V yC K,id 
V,= |z € K | g(r,y) > 0l. 

HI V,ly€ K12 K HRA, E i C1) RDATEE SS A K JUR LICET us 
| Vy ets V, T ,从 而 有 从 属于 它 的 单位 分 解 a K [0,1], i1, n WER 
8 f: K—X 为 
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fiz) = Èa (xy, YZEK. 
则 由 K Xt Eck 知 f 为 K 到 自身 的 映射 ， E.A Ff 为 连续 的 .由 Brouwer 不 
动 点 定理 知 存 在 yC K 使 y= f). AFORA 
eG.) = eG. Da) Daela). 


id I(y)s 271.7, |a;()201, & 27 G) = 1 知 16) d. Bieli=i e n N 
从 属于 | Vy li= 1, .| 的 单位 分 解 知 ， Vi-l,- 19,0; 的 支撑 Supporta; C V; , 
i V i€ IGy),y€ V,,# gy) 20, FUE 

«G6, xi) = par ai y) py yi) > 0. 


即 有 o(y,y)20, 此 与 条 件 (3) 矛 盾 ， 故 
dz€K, Vy€ K, g(z,y)x«0. 
对 无 限 维 情况 : 记 S AK 中 的 有 限 子 集 M= | y1,… os CK 作成 的 族 , 且 


= pe Biyer oa) 


我 们 将 证 明 w<0. 设 A" Jg R” 中 的 单纯 形 , 即 
= 1A) € Riz. = 1,57, m, Ya = 11, 
定义 函数 pu(A yu) A" x An—R H | 
gulà) = È uo (3 Aoi.) 
则 oy W SER SE SB 094 RE RE, FTE X € A" 使 得 
pulà su) = È rel Xis) 0, Vp € A". 


jË z = 271 ; € co( M) C K, WE 


Dy pplz,%) <0, Va€EAr". 


=i )x zy, 
UM ipf mene 6n) < meer) 


< sup 2, gp z yy) =< D. 
jd 


pe A" j= 
从 而 知 o = sup uy SÀ. 
余下 的 我 们 只 须 证 明 存 在 c € K 使 得 
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supp(z, y) <v 
即 可 完成 整个 证 明 . 这 一 结论 蕴含 在 下 面 更 一 般 的 结论 中 .证 毕 . 

31 3.1.2 iE KC X 为 拓扑 空间 XX 中 的 紧 子 集 , 工 为 任意 子 集 ,函数 o: K 
XLR Wi V y€ L,z F=p(z,y) 是 下 半 连 续 的 . 记 S 为 工 的 有 限 子 集 作成 
的 族 , 则 3 zEK 满足 

supe(z, y) < z = = sup in inf f mage ro) 

证 明 ieS,=l1z€ K|e(z,y)<%|, V 3€ L Jis eC. y) TEER, 
Al S, 为 紧 集 K BEZATE. M= fy1,… yl ,对 每 个 y. H K ROC) 
FERATE Rmax p ( *,y:) BJ Max € K CWE 


T .) = í .) = . 
max gu yi) ipt max pri? =< 


BIA V io 1, n, ZME S, MÂS, 2. ATAS x€ Li K 的 具有 有 限 交 
性 质 的 子 集 族 ,由 K 紧 , 知 OS B0 3z€ 0S,, 从 而 知 sgp pz») v. VE 
H, 


3.1.2 均衡 定理 


所 谓 一 个 从 Banach Z X £l X 的 usc 闭 凸 集 值 映射 F 的 一 个 满足 约束 天 的 
均衡 是 指 包含 0E F(z) 的 一 个 属于 给 定 闭 子 集 K 的 解 .这 里 的 给 定 约束 的 集 K 
至 少 要求 是 凸 紧 的 ,才能 保证 用 不 动 点 定理 导出 均衡 的 存在 性 ， 

设 K AORE, z € K WH K-zump E; 


Tk(z) = U t=-z, 


y, h 


称 为 K Er 的 切 锥 . 
TR KC X RARI F: X po CX RT TTAE XUI 
Flr) N Tkl) £ 2, V< €K. 
即 ¥ xEK ,至 少 存在 一 个 方向 v€E F(x) 在 x 点 与 KK ES. 
定理 3.1.3 (均衡 定理 ) — Ut X H Banach 空间 ,下 :六 > p CX ) 32 Hl rt S (Ë 
husc 映射 . 若 KC X 为 下 的 一 个 凸 紧 可 行 定 尽 域 , 则 K A F 的 一 个 均衡 . 
证 明 ”我 们 假设 YTEK,0 F(z), 因 为 F(x) 为 闭 凸 集 ,由 Habn-Banach 分 
离 定理 , 3 p, EXX* 使 得 a(F(x),p,) = $ (B. y) <0. 
Vpex',iu 
V, -iz€KIls(F(z),0) «0l. 
H F BS husc TEXT V, AFR, AH OZF), Vz C K AL IV ILEX IAKA 
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开 覆 盖 , 从 而 有 有 限 子 覆盖 1V。 V. L Bla K-[0,11li=1,-, BAS 
TI V, ons V, | 的 单位 分 解 .定义 函数 p K x K—R H 


Pp(z,y) = Da (xix — y), 
H| pg{z,y) 关 于 z 连续 ,关于 y 是 仿 射 的 ， M. Tti f ig SERE SES IST AE. 故 存 在 
z€Kibfüx p = ES 
g(x.y)- (Qu r-y x0, Yy€ K. 

这 表明 一 p 属于 K 在 的 极 锥 Tk(z) GE EE 1.5.16). 

H K AF 的 可 行 定 义 域 ,所 以 了 j v€E F(z) 门 Tx (#), 因 此 

olF(T),p) 之 (pb,z) =Q. 
id I(z)21i951,:7,nlae;Gr) 20] ,I(z) 非 空 ,所 以 
(F(E). p) < P Gs C FG), bi) < 0. 


AAYE) a; (2)770, 有 = v, ; 故 有 c(F(z),p)<0. 这 就 得 到 一 个 巴 
盾 结 论 . 故 3eEK, 司 0EF(z) 成 立 .证 毕 . 

定理 3.1.4 (THEE) — i X, Y 为 Banach 空间 ,KCX AROR, B 
F:K— pl YAA hR busc 映射 .又 设 B;K 一 L(XX,Y) 为 连续 映射 且 

F(z) N Br} Ikl) Z 2, V< € K. 

RI 

(1) J3z€K 使 得 0E F(z),z 3 F 的 均衡 . 

(2) VyEK,IzEK 使 得 B(x)yEB(z)r+F(z). 

WEB] ”我 们 只 要 对 定理 3.1.3 的 证 明 略 加 修改 就 可 以 证 明 下 的 均衡 EK 
的 存在 性 . 这 里 我 们 定义 p: K X K—R 为 


e(z,y) = 3s GG BG): - y». 
WES AEXLAEUH zC K 的 存在 性 使 得 
- B(z)'p € Tk(Z)`. 
所 以 , 取 一 列 u, € Tk Cx tE B(z)u, KAFEN 
v € F(z) | B(z)Tk(z), 

其 存在 性 由 定理 条 件 可 知 , 从 而 推 得 

s(F(z),p) Z (p, v) = lim(P,B(z)u,) 

= lim (B(z)* p,u,2 220. 

这 个 不 等 式 如 同 定理 3.1.3 一 样 是 一 个 矛盾 ,从 而 (1) 得 证 . 
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现在 取 y 和 天, 定义 集 值 映射 G: X— pl Y): 
G(r) = F(x) + B(z)(x — y) 
则 G 满足 我 们 定理 的 条 件 , 所 以 G H—4- yf z € K , 它 满足 
B(z)y € B(z)z + F(z). 
证 毕 . 


3.1.3 不 动 点 定理 


在 第 二 章 我 们 已 经 对 Kakutani 不 动 点 定理 和 攀 缴 不 动 点 定理 给 出 了 简短 证 
明 , 当 然 在 那里 它们 均 依 赖 于 单 值 映 射 相应 的 不 动 点 定理 ,这 已 表明 这 些 不 动 点 定 
理 彼此 等 价 , 本 节 前 半 部 分 已 用 Brouwer 不 动 点 定理 证 明了 樊 敌 不 等 式 ,并 以 此 证 
明了 均衡 定理 . 接 下 来 我 们 将 证 明 均 衡 定理 蕴含 Kakutani 不 动 点 定理 (其 实在 无 
限 维 空间 情况 称 为 移 葵 术 动 点 定理 ). 而 Kakutani AAA EMA A Brouwer 不 动 
点 定理 ,从 而 知 本 节 的 主要 定理 均等 价 . 

定理 3.1.5 (Kakutani BEC al EX) 设 为 Banach 空间 X 的 紧 凸 集 ， 
G:X 一 po( 居 ) 为 闭 西 集 值 的 husc 映射 , 则 G 有 一 个 不 动 点 EK G( 二 ). 

证 明 记 下 (x)=G(x) 一 x, 则 下 为 闭 凸 集 值 hus 映射 .又 因 为 KK 为 凸 集 ， 
所 以 天 一 xzCTx(z) ,而 G( K)C K ,所 以 有 

F(z)CK-rC Tk(z). 

故 知 K 为 下 的 一 个 可 行 定义 域 ,所 以 下 有 一 个 均衡 EK, 它 就 是 G 的 不 动 点 . 
证 毕 . 


3.1.4  Leray-Schauder 定理 


由 均衡 定理 ,我 们 可 以 用 Poincaré 的 连续 方法 推出 集 值 映射 的 关于 平稳 点 存 
在 的 Leray-Schauder 定理 , 设 X = R^, KC R" 为 内 部 非 空 的 紧 凸 集 使 得 六 的 边界 
ƏK = KN K! 与 天 不 同 . 

定理 3.1.6 (Leray-Schauder 定理 ) H K 为 R* 中 内 部 非 空 的 紧 凸 集 ， 
F:[0,1] x K— py CR" Jo Pria EE husc 映射 .又 假设 集 值 映射 x 一 >F(0,x) 满 足 条 件 : 

(1) F(0, x)'1 Tk( x), V x C8K; 

(2) Vz€3K,VAC[0,1,0 £F(A, x). 

则 存在 z€ K 使 得 0E F(1,z). 
证 明 记 N=aK 为 K 的 闭 子 集 , 记 
M-ix€Ki3aA€[0,1] WAR Oc F(A,zx)|. 
由 条 件 (1) 用 均衡 定理 存在 zc K 使 得 0E F(0,2), W z€ M. X BIOS F 的 图 像 
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是 闭 的 , 则 M 为 闭 的 .但 交 MUN =D, WEE zEN, 且 XE[0,1), 则 条 件 (2) 表 
HH z ZM. 
考虑 连续 映射 p: K-[0,1] 


(z) = Adz,N) | 
? d(z=,M) + d(z=,N)` 


M) e ZEN 上 为 0, 在 M 上 为 1, 定 义 集 值 映 射 G:K 一 po(R") 为 
G(x) = F(e(z),z). 
则 显然 G 为 闭 凸 集 值 husc 映射 ,在 N=ƏK ES F(0,2)8 fr, RRES EAK 
条 件 . 所 以 存在 z € K 使 得 
0€ G(z) = F(o(x),x). 

这 表明 TEM, AA o(z) - 3, UE OC F(1,z).uHEHE, 

注 3.1.7 ”本 节 凡 关于 Banach 空间 的 结论 均 可 推广 到 Hausdorff Rh Hth 
线性 空间 成 立 ， 

注 3.1.8 本 节 主 要 定理 之 间 的 关系 是 


93.2 Ekeland 变 分 原理 


Ekeland 变 分 原理 是 一 个 非常 有 用 的 结论 , 它 给 出 了 下 方 有 界 下 半 连 续 函 数 
在 一 点 的 一 个 给 定 邻 域内 的 一 个 近似 极 小 . 

定理 3.2.1 (Ekeland 变 分 原理 ) 设 XX 为 完备 度量 空间 ,函数 

V: X— R ÜU i+ e] 

是 一 个 下 半 连 续 非 平凡 广义 下 方 有 界 函 数 .又 设 +z € Dom ( V )#ll e 20 被 给 定 , 则 
fri x€ x Ë 

(1) V(z)+ed(ze,z)< V(xo) 

(2) V(x)« V(z) * ed(z,z), V xx. 

证 明 ”不 失 一 般 性 ,我 们 取 e =1, 并 假设 V 是 非 负 的 ,需要 的 话 用 V-infV fV 
# 立即 可 .定义 集 值 映 射 F: X-= p (X)239 

F(z) = {y € X|V(y) + d(z,y) < VG, 

则 Fir ARR, E. F 32— T T Cy xy€ F(x)). 即 有 
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i) V z€Dom( V), x € F(z); CHE) 

ü) yE F(z)-* F()C F( x). (传递 性 ) 
Foko) fk MED 24 z ZDom( VE $k. H F IAE SUR F(z)—= X, PEEL DIRE. 
3i z€ Dom( Vit, BV r AR. W yC€ F(z), V z€ F( y) BARA 

V(z) + diy SV) K V(y)+ d(r,y) < V(z). 

用 三 角 不 等 式 我 们 有 V(z)+ d(x 2) Vix), Bl z€ F(z). BC ú) RYE. 

现在 Dom( V) LEAK g: 

Vy € Domn V), g(y) = a% V (Z). 
B V z€ Dom( V)# 
d(z,y) < V(z)— glx), V yE F(z). 

所 以 F(z) 的 直径 sup d(y,Z)<2( V(x)- g(z)). 

从 zo 开始 定义 序列 >, , 取 € FL) 使 得 

Vixen) Sç g(z,) 二 2 
由 传递 性 F(z i) c FG ,) A 
g(x,) S g(z,,4). 
另 一 方面 ,由 不 等 式 gCy)e V(y8S 
gira) < Vita) < g(z,) -2"  giz,4) + 2 ". 
因此 有 
0x Vlen) ~ g(z,,) & 2"2. 
所 以 , 闭 子 集 FG E ikat 0. BRA [FC ) HGB RB SEP B. X 为 完备 的 ， 
HA 
Ñ F(z,) = fz]. 
XA TEFC ri) MEFR. 又 TEF) BERE, FATHA 
HFC) EX F(Z)= {至 } .从 而 YY zZz,z= ZFC), WA 
V(x) + d(x,z) > V(z). 

即 不 等 式 (2) 成 立 . 证 毕 . 


$3.3 "DRE HL CREE 
本 节 主 要 讨论 约束 问题 的 求解 问题 , 即 约束 反 函 数 定理 和 点 态 稳定 性 条 件 . 
3.3.1 单 值 映射 的 导数 


定义 3.3,1 UE O ARZE X. 的 开 子 集 ,Y 为 赋 范 空间 , 且 
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了 :人 一 盖世 
为 单 值 映 射 .我 们 定义 
V,f(z=) :% (fr + hv) — f(x))/h 
为 了 在 z 点 的 在 v 方向 上 的 微 商 ,其 中 z€ 20,vE zx,h>0. 
E h-—0* IV. xz) oW ICE THERE i adf xz) o) ,Bidf( x) v) 
f Ex 点 的 在 vw 方向 上 的 Dini 方向 导数 . 
车 映射 n Far(z)o) 是 线性 的 且 连 续 , 则 说 f Ye z AE Gâteaux 可 微 的 ， 
且 连 续 线 性 算 子 
f (z); v ^f(x)(v) = (zjfu) 
称 为 了 在 zx 点 的 导数 . 当 7 为 实 值 时 , 则 称 了 (xz)EX* 为 了 在 z 点 的 梯度 . 
进而 ,车 


lim MM ip 
yz ly =l ' 


则 称 f # = 点 是 Fréchet 可 微 的 . 当 导 数 r (y = AEE, JER f # z x 
是 连续 可 微 的 (或 C 类 ). 
ER, f ERT f f E Fréchet M= f 连续 . 


3.3.2. 约束 反 函数 定理 


ÜZ X 29 Banach ZW, Y AEZ, KOX 为 闭 子 集 , 单 值 映射 F: X— Y jË 
续 . 我 们 将 用 Ekeland 变 分 原理 求解 如 下 形式 的 "约束 问题 ”: 

对 yo — f ro) € ALK) 的 一 个 邻 域内 的 任 一 点 y, 

x€ K 使 得 f(x) = y. 

这 是 “无 约束 问题 ”, 即 K = X BIS Graves 反 函 数 定理 的 非 线 性 扩张 . 这 里 Graves 
的 结论 是 :车 X, Y 为 Banach %0, f: X Y 连续 ,在 z RARA PE2 RT 9C, 
H F(zo) 为 满 射 . 则 集 值 映 射 y r yE o), ro) MEt Lipschitz 的 . 

对 有 约束 问题 ,我 们 引信 K 的 相依 锥 的 概念 . 民 在 z 点 的 相依 锥 Tk(z) 是 子 
#E(K — x)/h 在 h>=01 时 的 上 极限 , 妈 

v € Tg(z) 当 且 仅 当 lim int ÉH 0. 


我 们 的 兴趣 不 仅 在 于 约束 问题 的 解 的 存在 ,而 且 希 望 用 如 下 通 近 问题 的 解 来 
BEE: 
求 >, € K, 818 f.(z,) = Yn» 
其 中 y, KAF yo, f, KAF S, K, KAFE. 
定义 3.3,2 称 户 在 zoEK AMEK, 与 相 容 是 指 存在 收敛 于 xzo 的 元 素 


. 68 ` 第 三 章 均衡 的 存在 性 与 稳定 性 


ro, € K, E f, (o, WESCE. f(x). 
T 3.3.3 (Lax 原理 ) {$ X Jy Banach 空间 , Y ARZ, fo: X Y £ 
续 , K,C X 为 一 列 闭 子 集 ,zo 在 K, 的 下 极限 内 ,使 得 fr TE xo 点 在 K, E58 F: X 
— Y 相 容 .假设 在 zo 点 的 一 个 邻 域内 Fréchet 可 徽 , 且 假定 有 下 述 的 稳定 性 假 
设 ( 又 称 为 横 截 性 假设 ): 
存在 常数 c>0,aE[0,1) 及 7>0 使 得 
Vz € K,fl Blroy), By C fala) Tg (x) cBx) + aBy, 


其 中 Bx,By 分 别 为 X,Y 中 的 单位 开 球 . 则 存在 />0 及 y>0 使 得 Y z,, € 
By (xo. Y) - BGro, Y) K, ME fi xo,)€ BCfGx9) 080 8 


dl tons fal Yn) n K,) < i | Yn ~ fi zo.) || s V y, € B( firo), 7). 
证 明 取 p>0,e>0 使 得 
30 < e clos, 
7 £ 
IET zz 773 


| xo, — xo ll <+ 及 | fGo? 一 如 | «1. 


K y, € BCf, Gros). p). 
在 完备 度量 空间 K, HEXER V, Go) —. | y, - falx) Í JB Ekeland 变 分 原 
理 ,存在 2, € K, 使 得 
D Mya- faln) l +e lz, zol Sy -f(zon) 
i) Vz €K, ly faln) I |l Gs M +e llaa- 2a l 
d ose 
|, — tonll SEI yn fis 1 < 2 < 3, 


从 而 
2 
3 


Iz, zal «1t || zo, — zo | < 


稳定 性 假设 表明 存在 u, € Tk (x) o, € Y 满足 

0) y, f,(z,)= finu, T ass 

(2) |=, ll Se ll y. 7 fa ML sl ly f GI. 
由 相依 难 定义 , 取 h, Re € X 18 h,790* ,ep 一 0. 由 f, H Fréchet 可 微 , 记 z, = 
Z, gus T hes € K, WA 

fn) = f,(z,) + ha GL On (un + ey) + elhs)), 

其 中 elh HESCE O(E 5,0" BT). 

对 这 些 z AMEER ii), WA 
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y, — f,(z,) = (1 — hy). — fan) + hgo, — h (fá(z,)e, + s(h,)), 
从 而 
hs || y, — fax || < hp wl + h, | fenes ~ Elhp) || teh lu, — el. 
土 式 两 边 同 除 以 ,再 取 h,770* ,er 一 0, 则 有 
l y, - f ll ol + u, < (a+ ec) ly, — fm) IH. 
HARTER e 使 "+ ec<t, 这 就 表明 z, 为 一 个 解 : 
m € K, K fala) = ye, 
Bg 


dos fa O4) N Ka) < |z, — zs | SEI ya- fa | 
由 此 可 得 误差 估计 . 
Ll 
让 一 收敛 于 和 一 Ji 
dl zons fa (yn) n K, ) < r-l Yr 一 fa Gros) | . 


证 毕 . 

在 定理 3.3.3 B, f, = f, K, = K 是 不 变 的 ， 则 定理 结论 表明 fF 
(Fixo), xo) ffi Lipschitz 的 ,这 就 是 如 下 结论 : 

定理 3.3.4 (R5 ARGE) B X 28 Banach 空间 ,YY 为 赋 范 空间 ， 
f:X—YšjE2k , KC X MATR, xy CK. 

E f #E zo 点 的 邻 域内 Fréchet 可 微 , 并 假定 有 如 下 横 截 性 假设 : 

存在 c>0,a€[0,1) 及 $20 使 得 

ByCF(r)(Tr(x) N (Bx) +aBy, Vz€ Kf B(zo,7), 

其 中 Bx,By AAMA X, Y 的 单位 开 球 . 则 f(zxo) 属 于 FCKO BS PJ Së EL (ELLEN 
y —f GOD K ELF ro), x90) PEE DI. Lipschitz. 

在 定理 3.3.4 中 , 横 截 性 条 件 中 的 常数 a C [0,1) 是 很 重要 的 .这 从 下 面 的 点 
态 稳 定性 条 件 定理 可 以 看 出 . 


3.3.3 点 态 稳 定性 条 件 


定义 3.3.5 一 个 闭 子 集 KC X 称 为 在 zoE K HAEHAA 
x >Tkír), Vz € K 
在 xo 点 下 半 和 连续 . 称 为 在 z€ K —SOCIB EB 


Ji PL d(u,Tg(x))) = 0. 


定理 3,3.6 (点 态 反 函数 定理 ) it X MY 是 Banach 空间 ,KCX 为 团子 集 ， 
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fX Y ENEK 连续 可 微 ,假设 
f(xzo)Tx{tzo) = Y. 
1. XE K TE xo 点 一 致 光滑 , 则 f(xzo) 属 于 f(KK) 的 内 部 是 集 值 映 射 
y —f'()nk 
3E Cf C xo) , zo) E Dt Lipschitz. 

2. Æ Y 的 维 数 是 有 限 的 , 则 K 在 .zo 光滑 就 可 以 得 到 与 1 同样 的 结论 . 

证 明 我 们 用 zxo XE K 中 的 一 个 闭 邻 域 代 赫 兵 ,并 假设 EK 上 连续 .在 第 
四 章 我 们 将 证 明 K TE xo 光滑 时 ,Tx( zo) 必 为 凸 集 ( 见 定理 4.1.6) 

1. 由 T(z AMH, H Robinson-Ursescu 定理 {定理 1.6.6) ,存在 c>0 使 
得 对 闭 单位 球面 Sy 的 任 一 点 v 存在 方程 了 产 (zo)u = = 的 解 uo 满足 | uol < 
cl sl. 

因为 K 在 ze 一致 光 滑 且 在 zo 连续 ,所 以 We>0,Y7>0,YuoEX K V z 
€ Bg(xo, 3) ,存在 uC Tk Cx 

lu — so || sell woll 及 I| (<) -F(zo) xe. 
FALAN vE Sy, Hid o= f(z)u to HH uE Tk(x). | 所 (1+e)cl > | E 
w= f (zoug f Cza. Al 
lol se ll uol Cil fF Cxo) ll t 1 e) ec ll oll (H f(zo)l t 1 € 82, 
取 e 充分 小 并 由 定理 3.3.4, 则 结论 得 证 . 

2. # Y 为 有 限 维 , 则 Sy 是 紧 的 .由 Robinson-Ursescu 定理 ,存在 C>0, 对 任 
AB) € Sy ,存在 方程 (zo)u = v; 的 解 wo; € Tk Cxo) TR [| =o; [SC || x; || 
- C. BE e 0. 

E K 1E xo JCIR BELL V v; TE 9 20 £818 V z€ Bk(x9, 208 u; € Telir) 
满足 

| Uu; Ug l| sel up; i. 
Lf OYE xo 点 连续 , 则 存在 y> 0 E V x € Bgl zo m), || FG 7 f (=o) ll 
«t. 
由 Sy 紧 , 我 们 可 以 用 p T 3R BC e) BE SE Sy. id 
7? — mn, 
WY vE Sy, V z€ Bk(xo, 9), du; € Tx(x) & o; C YME 
v-f(x)u tw, lwulscCü-e), 
a = ú v; + f'(xo)ugi ~ f (x)u,. 
由 此 ， 
| e; ll =< e(1+ Cl FCxo + (+e)C), 
当 s 充分 小 时 用 定理 3.3.4 可 得 结论 .证 毕 . 
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83.4 单调 映射 与 最 大 单调 映射 


本 节 主 要 介绍 单 油 集 值 脆 射 和 最 大 单调 集 值 映射 的 基本 性 质 以 及 用 单 值 最 大 
单调 映射 盟 近 最 大 单调 集 值 映射 的 问题 ,众所周知 ,在 经 典 分 析 中 ,从 民 E R 的 单 
调 耳 数 起 着 非常 重要 的 作用 ,自然 我 们 在 集 值 分 析 中 也 要 讨论 一 类 与 单调 隐 数 有 
着 类 似 性 质 和 重要 作用 的 集 值 映 射 , 设 f: R —R ,显然 为 非 减 函 数 当 且 仅 当 
VYz,yE€ 民 ,有 (zx 一 y)(f(z) 一 A(y)) 之 0. 这 个 条 件 仅 涉及 到 任 两 个 自 变 量 的 数 
值 差 与 其 函数 值 差 的 积 非 负 .这 自然 想到 可 将 这 一 条 件 推广 到 有 内 积 运算 的 空间 
到 自身 的 映射 ,或 一 个 空间 到 其 共 雹 空间 的 映射 .本 节 我 们 总 假设 空间 X DN 
Hilbert 空间 ,从 而 可 对 X 到 自身 的 映射 引入 单调 性 概念 


3.4.1 Æ JH Bk 5j 


定义 3.4.1 ERI A: X po CX RO 8.18 05 , 2 2 E PELA ERE 9 9 , BI 
V (zr, p) € Graph( A), V (y, q) E Graph( A), (p - qox — y)220. 
例 3.4.2 (1) 映射 A: R — pO (R ) 为 


Ix - 1l, xr < 0, 
tain rt = = 0, 


Iz +1:, z > 0 
为 单调 上 映射 ( 见 图 3.4.1{a)). 
(2) RI A:R — p (R H 


lz-11, x< 0, 
A(x)- i 1,34], < = 0, 


{z+l}, z>0 
为 单调 峡 射 ( 见 留 3.4.1(b)). 


1 
0 0 
I 
(a) (b) 


图 3.4.1 gap Sri E 
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(3) AR A R 的 非 减 函数 为 单调 映射 . 
(4) 设 f: R >R JIRA, E A:R — pO (R )28 
A(x)-2 [f(x — 0), f(z +0)]. 

则 A 为 单调 映射. 

(5) BL f: R >R 为 非 碱 函数 ,0CR* HRE, X =LA), B 上 平方 可 积 
函数 空间 ,定义 A : X> po XE 

对 几乎 所 有 的 a €C Q,ACCCODCG) 9 fOx(o)). 
则 A 为 单调 映射 . 

(6) 在 第 四 章 中 ,我 们 将 会 碰 到 一 类 重要 的 单调 映射 , 即 凸 函数 的 次 微分 . 

(7) 一 个 映射 A 是 单调 的 当日 仅 当 A -1 是 单调 的 . 

(8) 若 A 和 和 B 都 是 单调 的 ,4>0,p>0, 则 AA + aB 也 是 单调 的 . 

命题 3.4.3 RERI A: 久 一 po(X) 是 单调 的 当 且 仅 当 Y 10, 

Y(z,p),(y,g) € Graph(A), l| x— y| «&llx-»ta(p-gl. 

证 明 ”因为 

lz-y+A(p- g) ll? = lz-y|]2+2322]2—-4l]2+2A0p- q,z — yy, 

所 以 ,车 及 单调 , 则 显然 上 x 一 y | 所 xz 一 y+X4(p 一 g) | 成 立 ; 反 之 当 条 件 成 立 
Bt, A? || e 7g? *2a(5—o,z—y)20.ikEi AO EREN- ga- 
y120,H] A 单调 .证 毕 . 

EAE 3.4.3 中 并 不 涉及 到 内 积 , 故 在 Banach 空间 也 适用 ,此 时 映射 A 称 为 
WARY. 

命题 3.4.4 BREY A:X =p (X), VADO, iE J, =(1+AA) LC 
t AA) po( X) , 称 为 A 的 预 解 式 . 当 A 为 单调 映射 时 , 卫 为 不 放大 映射 ( 单 值 非 
3 «mS. 

证 明 HS rCJGOy€JAG), WA 

u € rtAÀAÍ(x), vE y+ AA(y). 


命题 3.4.3 表明 ， 
lz -yl «le «atr 2)|= -ol 
Bt u = v RR JS Cu DERE — AH t J, 为 不 放大 映射 .证 毕 . 


3.4.2 最 大 单调 映射 


对 单调 映射 A, EV A0, Ima +AA) = 天 ,这 样 的 单调 映射 县 一 类 重要 的 映 
射 , 即 本 节 介 绍 的 最 大 单调 映射 ， 
定义 3.4.5 单调 映射 A 称 为 最 大 的 ,车 不 存在 其 他 的 单调 映射 使 其 图 像 真 
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包含 A 的 图 像 . 
显然 ,A 为 最 大 单调 映射 当 且 仅 当 刀 ~! 为 最 大 单调 映射 . 
又 由 于 一 族 单调 映射 的 图 像 为 一 个 递增 集 族 时 ,它们 的 并 也 为 一 个 单调 映射 
的 图 像 .所 以 由 Zorn 引 理 , 任 一 个 单调 映射 的 图 像 , 必 含 在 一 个 最 大 单调 映射 的 图 
像 中 . 例 3.4.2(2) 为 最 大 单调 上 映射 的 例子 . 
下 面 关于 最 大 单调 映射 的 特征 提供 了 一 个 判定 元 素 u A(z) 有 用 的 可 操作 
的 方法 . 这 一 特征 的 证 明显 然 . 
命题 3.4.6 ”映射 A 为 最 大 单调 映射 的 充分 必要 条 件 是 性 质 
Y(y,v) € Graph(A), (u—v,r-y) 0 
等 价 于 < C A(z). 
命题 3.4.7 设 和 A 为 最 大 单调 映射 , 则 
(1) YzEX, 象 4A(z) 为 团 凸 集 . 
(2) A 的 图 像 为 强 弱 闭 集 , 即 若 >, KAF z, u, EA e 891 9 u, Y] uc 
A(z). 
证 明 (1) 由 命题 3.4.6， 
A(z) 7 oddam” € X| {u -v,z- y) 2 01. 
xuElu€ Xl(u- v,z - 3) 0L ABER E A AAR. 
(2) W x, KAT r, u, EACT ARAF n, (y, v) € Graph A), WERA 
(u, ~ vx. 7 y) Z0 
蕴含 有 
(u — v,z- y) > 0, 
所 以 由 命题 3.4.6,u€ A(x). 证 毕 . 
命题 3.4.8 若 一 个 单 值 竟 单调 映射 A:XX 一 多 限制 在 有 限 维 向 量子 空间 上 
是 连续 的 , 则 A 是 最 大 单调 的 . 
证 明 Ék rEX, uE 和合 得 
(u A(y),x — y) 22 0, V y € X. 
Hf 3.4.6, UE A 最 大 单调 ,只 需 证 u C AC). 
e y=sr-alz- x) HP AC (0.1), z€ X, FA2F:K3E38 
(u - A(x—-àA(z-z)).,z-z):2z0, Vx€ X. 
取 A0, h A 在 有 限 维 子 空间 上 的 连续 性 知 
(u—A(r),z-x):0, Vz C€ X. 
这 表明 u = A(x). WE. 
定理 3.4.9 (Minty 定理 ) 单调 映射 A 是 最 大 的 当 且 仅 当 上 映射 1+ A 为 满 
射 . 
证 明 O1 设 1+A 为 满 射 ,zEX,aEX 满足 
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V(y,v) € Graph(A), (u— v,x - y) 20. 
由 命题 3.4.6, 只 需 证 u C AC), BE 1+ A 满 射 ,在 上 述 不 等 式 中 , 取 y = yo ,为 解 
u + x € yg t Alyo). 
取 uo € Ayo) TE w + z= yg + vo; 则 
| x — yol? = (z — yo z — yo) = — (u — ve x — ya? < 0. 
这 表明 + = yo AIE 
u = vo € A(yp) = A(x). 

2. 反之 , 设 A 为 最 大 单调 映射 . 设 y € 和 ,我 们 证 明 存 在 x 使 得 yE r+ 
4(z). 为 方便 起 见 , 取 y=0. 这 因为 用 一 y+ A 代替 和 A, 仍 为 最 大 单调 .这 样 只 需 
证 存在 去 使 -EA(z). 由 命题 3,4,6, 只 需 证 存在 去 使 

V(y,v) € Gaph(A), (-z-v,z- y) > 0. 
记 eGiGy,v)) m Gr vox — y) ERAS EH 
gGi(y,v)) = Ixll?-G.v- y?- oy) 
我 们 证 明 存 在 z 使 得 
V(y,v) € Graph(A), @(zxz;(y,o2)) S0. 
取 定 (yo,wo) 为 Graph(A) 中 任 一 点 ,上 式 的 解 只 要 存在 , 必 属 于 
= |= € Dom( AJ] plr; lyp vo)) <0}. 
RI z plr; lyo v0)) 是 二 次 的 ,所 以 
{zlg(x;(y0, vo)) < 01! 
为 闭 同 有 界 的 ,从 而 是 弱 紧 的 . 工 为 其 与 Dom(A) 的 交 ,oo( 工 ) 也 是 弱 紧 的 . 

X z Fepfzigfy yo)) 为 凸 连续 的 ,所 以 它们 的 下 截 部 分 是 闭 凸 的 ,所 以 是 弱 
闭 的 .这 表明 映射 是 能 下 半 连 续 的 ， 

我 们 用 引 理 3.1.2, 设 S 为 Graph(4A) 的 所 有 有 限 子 集 作成 的 族 , 则 存在 
z€co(L) ,使 得 


(y, JEn (y, v)) 


< = MOS ze dif, maxp(zi(yi, vi) (M = lGisvi)ts n m )D 


SU nf maxo(zr; Y; 
S RR en. NH n ; Cy, 2» 


«ge inf ss p Duns (3j, 9;)) 


= sup inf suppw(A, p) 
swi B sep M " 


其 中 ,对 单纯 形 Br 中 任意 的 A Ma, 
eu (sp = X pay) R8Q)- Y. 


$3.4 fap S NCKCR UM ` 75， 


pu 关于 4 是 连续 的 , 且 


gu (p. 4) = X ip CC) + ovy - xj) 


= SUC x) + p yj?- 
第 一 项 由 对 称 性 知 为 0 :第 二 项 可 分 成 两 项 ， HH A 单调 知 


Y pn -= y) 
j k= 
= 之 Hit up 一 y? * p UNDC y? 


= X) pylu — we Ye T yi) < 0. 


故 pu 满足 奖 失 不等式 的 条 件 . 故 对 所 有 的 MES 有 
inf sup @u(À p) < 0. 


A€H pE 


所 以 
V(y,v) € Graph(A), @(z,(y,oə)) <0. 
AT x X 0€z-t-AGO)ON—TTB. FEE, 


3.4.3 Yosida JÉ 近 


我 们 在 这 一 部 分 证 明 任 一 个 最 大 单调 映射 A 可 以 用 单 值 的 最 大 单调 映射 总 
近 , 这 些 单 值 映 射 称 为 A BJYosida B r. 

EA 3.4.10 设 4:X-> 加 (XI) 为 最 大 单调 映射, 则 YX >0, 预 解 式 h= 
(1+ AA) 1: X X APAK Ef, HBRBI A, = (1-J,)/A XX 满足 ， 

(1) Vz€ X, A(3)€C AC, CE) s 

(2) A, 是 Lipschitz (HO 1/4) , 且 最 大 单调 ， 
又 记 m(A(z))€ A(x) 为 A(z) 中 范 数 最 小 的 元 , 则 有 

l Alr) - m(A(xz)) || | mCACGe II? | AC II? 

H A—0t* 8 J, (z) RAF z, A CEST. m(A(z)). 这 里 的 A, # A 的 Yosi- 
da 53. 

证 明 1. 由 Minty 定 理 , 设 xi, zz 分别 为 下 列 包 含 

yE zi+ÀA(z2i) 及 y? € x+ AA 2) 

的 解 ,所 以 y; = x; + Àu; v € AC) WA 


ly- yal 3s |] zi- xz ACui — v2) I? 
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= |z- z> ||? + 22 || v — vll? + 22091 — v; i — 2) 
> || z- zll? + 32 || vi — >> || 2, 
所 以 
le-ai < |> - vsll A Tasal Siy- l^. 
取 yi 7 yz, 则 表明 解 是 惟一 的 .又 注意 到 
zi = hx) v; = A,(y;) 
从 而 表明 J, MA 均 为 Lipschitz 的 (常数 分 别 为 1 和 172). 
2. H J, FLA, 的 定义 ， 
AG) = Ty - GG) € AUG, V» € X. 
所 以 由 y; = J,(y;) + AA, CAI 
(Ay) — Aya). y 一 32) 
=(A,(xi) = A Gad) 7 JG» + à || AG 7 AG UI? 
ZÀ | Ay -Alya || 2 2 0. 
所 以 A, 为 单调 的 ,再 由 命题 3.3.8 知 A, 为 最 大 单调 的 . 
3. 由 A EXEAT m CACZ))€ ACE), B. A, CX2)€ AQ CE), MAA 
(A Gm G)) - AG) = Gs CA GO) = AG - h(z)) 20. 
故 
l Aix) 7 mCACe II? = 1 AC l? + | m(A(z)) Y? 
- 20A Gr) m CACIX2)? 
= | mCACzD II? - | AGO I? 
-2(A (G0 mCA G2) — A. (z); 
< I| mCAGD I? - J AGO I. 
4. 从 而 有 
lx —J G0 =à AiGOl < A] mCAGOI, 
ik aoti J, (z) k p z. 
5. 再 证 明 y= Ax(z) 为 方程 yC A(z 一 Ay) 的 一 个 解 .其 实 , 记 z= z Ay, WU 
方程 变 为 z€ =+ XAA(z). Br UJ 
z= Jile) Hy = (x — LG))/A = Alz). 
这 也 表明 
A, (z) = CA GO. 
其 实 ,y= A+;(z) 为 方程 yE A(z -Ay 一 py) 的 一 个 解 . 则 有 y= A (x - Ay). E 
对 A, 应 用 前 一 结论 , 则 y= (A,),(z) 为 上 方程 解 . 故 A LG) CA (z). 
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6. 在 3 中 用 A, REA, WAH m CALCE) — AC) 8T 
l Acca (z) ~ ALGO) lI? 1 A COO M? — AL, D 2. 

所 以 | A, Cx) ?关于 jp 是 单调 的 且 m CA C22 1 为 上 界 . 故 当 jp 一 01 inp 
于 某 个 实数 a. 这 便 有 

lm. l Apala) 7 ALGO |2 < z — a = 0. 
所 以 A, (JME Cauchy 准则 ， dE X "PIECE v. KALDEA) H 
Graph( A )J&P2] i vEA(z), 同 时 又 有 

lol = lim ll AGO I < l mCAGOD |. 
axi A Cx) AT A(z) 的 范 数 最 小 的 元 素 惟一， 5l v= m(A(z)). 3X BEUEB T 
VrzC€ X, A, Cx UCSUE m(A(z)). WEE. 
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本 章 主 要 介绍 切 锥 、 集 值 映射 的 导数 以 及 扩充 实 机 数 的 上 导数 知识 ,这 是 现代 
分 析 中 的 主要 内 容 之 一 ,是 最 优化 理论 和 微分 包含 理论 等 学 科 领 域 的 基础 . 


$4.1 T tE 


我 们 已 经 在 上 一 章 约束 均衡 的 讨论 中 看 到 了 切 锥 在 其 中 所 起 的 作用 , 它 在 集 
值 喘 射 的 导数 ,特别 是 在 可 行 性 理论 和 最 优化 中 起 着 重要 的 作用 ,本 节 主 要 介绍 切 
锥 的 一 些 基 本 概念 和 性 质 以 及 主要 结果 . 


4.1.1 子 集 的 切 锥 


定义 4.1.1( 相 依 锥 定义 ) 设 XX 为 赋 范 空间 ,KCX,zEK,K 在 xz 点 的 相 
依 锥 Txk(z) 定 义 为 


Tx(x) = v llim inf 
RUBdy(xthv)— d(x thv, K)J z+ ho 到 K 的 距离 . 
BR, Tale) YTRE EE h0 IB EBERT Tx(z) 为 闭 锥 .又 记 


Sk(z) = U É— 


azo A 
28 K- x 张 成 的 锥 , 则 Tx (zx)CSk(z). 
Tr(z) 的 一 些 显然 的 特征 是 : 
vE Trfz) 当 日 仅 当 存在 h, 0t R o >o WS V nz tho, CK. 
当 且 仅 当 Ye>0,Va>0,3zcGmv+B(0,se), IAE, a] EH 
xcthuCK. 


ARH ve N QU (x (C2) * B(0,e)). 


dk(x tho) — 0 
h 一 3 


£2 a2 D Asa 
同时 易 得 :车 z€ Int(K), Ml TeCz)— X. 
WANY EX, Tl) =X, RRE Tg(x)-7 好. 下 述 命题 中 结论 的 证 明 也 
是 容易 的 ， 
命题 4.1.2 (1) 若 KKCL,zxEK, 则 Tk EY) TLC). 
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(2) K,CX,i-1;,n.z€ ÜK; Hl 
Tük Ge?) N q Tk C 
KB IG)-ivI[z€K,. 
GE K;,CX;, i71, n, B x; € K;, lj 
Tff G7 Ea) C II ro 


(DÆ g€ C'(X, Y), KCX,z € K, MC Y ,Hl 
g (Z)XTk(z)) C Tao (g(z)), 
T ap (z) Cg X) `Tu(g(=)). 


GE K,CX,i-1,,2,2€ Å KoM 
TA. Cx) CT (z). 


3X 4.1.3. E X AEZ, KCX, zEK. 
(1)K 1E x 点 的 中 则 锥 或 邻 切 锥 了 (z) 为 


T(z) = |y lim Aal t he) - e. 
he0 
(DK 在 x 点 的 Clarke 切 锥 Cro) EXA 
Crx(x) = lv im lE n) = ol. 
— 


XP Tk(z)= Trlr) MEK Er 点 可 导 . 车 Ck (x) Tg GE) WR K Er 点 
是 切 正 则 的 . 

BR, Crile), ThE AAE, BEA 

Ck(z) C Tk(z) C Tle) C Sk(z). 

K SK 的 这 些 切 锥 相 重 合 .另外 , 若 rElnt(K), RI Crir)=X. 

Telr) Cx(z) 的 一 些 特征 是 ;: 

€ Tele) MHD V 有 一 01 ,3 v, flf V nx ho, C K. 

MBH(XVe»0,3a70,ff Vh C(0,a], 3u€ v + BO, c) E x+ hu 
EK. 


"He VEN Y Q. ECT 2) BO, e). 


£20 a>0 hE 
M EX? vE lim i fÉ E. 
k—0 h 
vC Ck Cr) BAG M 5,70* , V zt, v, v, EY nx, t hio € K. 
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当 且 仅 当 Ye>0, 3eÁ 50,820, VhAC D,a], Yz € B(z, ANK, ZuE 
vt B(0,c HIE z + hu € K. 
HARA VEY, D. (5 (Kz) + B(0,e)). 
p»or € BG, BK 
w B v= lim infi t . 
i= 


£ =r 


命题 4.1.4 K YEAZCK HUE Ck (JB rdi, EE 
Ck(z) + Tk(z) C Tk(x) Æ  Ck(x) + Tlr) C TRCZ). 

证 明 Hv c Clr), WE A, DISUT 0 89910, z, € K AMAF x 的 列 ， 
则 存在 列 v >o tE dnt hrti € K. XIII zi, m z, + hui tika + HAE 
Van >o 使 xia + hoa, € K WA 

Ein + huj, = x, + hpl Uin + Um) € K, Vm, 
BUR v + o € Cg(z). 这 就 证 明了 Cg Cr) BA, C CP AA. 

XW o (€ Ck(z),v;€ Tg (z). v; € Tk(x), TEXE h,—0* 及 o, u f 
rthy€K,Vn.XHBHv€CkGL XE he 0t, B z, = z + havan rz 存在 
Dia >o B z, thao € K, AA z+ hu (vo, f vi )C€C K, V n. BOB vi, vou 
vi * vl, vi + v€ TykCx). BIG Ce(z)+ Tk(z=)CTk(z). 

同 理 ,可 证 Ce (x) * Tk(z)C TR Cr) EE. 

这 一 命题 表明 了 Cx (xz) 的 闭 凸 狂 以 及 与 Tx(z) 和 TERCIO, Um 
Cx(z) 又 为 平凡 锥 10} .例如 ,天 = 1(z,y)€ R2| | <l = Ú >l 1 , 则 有 

Tx(0,0) = T£(0,0) = K IB Cx(0,0) = 1(0,0)1. 

不 过 ,我 们 可 以 证 明 在 集 值 映 射 z |-> Ttz) 下 半 连 续 的 那些 点 , Cx (>) = 
Ttz). 反 之 , 若 Ck(x) 9 Tgl) WER Ty Ær 点 下 半 连 绪 .所 以 ,Cx (zx) 又 被 
FROM Tx(xz) 的 “正则 化 ,局 定义 3.3.5, 引 入 定义 : 

EX 4.1.5. B K JATE, r€ KK. 若 集 值 映射 Tk: K— p XE zo 点 是 
isc 的 , 则 称 K 在 z 点 是 光滑 的 . 若 K 在 其 上 每 一 点 光滑 ER K 是 光滑 的 . 

Æ 了 h(x0) = TkGro) WER K 在 zo 点 可 导 , 若 KK 在 其 上 每 一 点 可 导 , 则 称 K 
是 可 导 的 . 

定理 4.1.6 i$ K X Panch ZE X ATÆ, x9 € K , Hil 

lim inf Tk (c) C Crh xp). 


XË K TE xo 点 光滑 , 则 
Tg xo) C lim inf Tk (>) C Ck (xp) (am TkGro2. 
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BI K # xo 点 的 相依 锥 与 Clarke 切 锥 重合 ,为 闭 凸 锥 . 
证 明 因为 lim infTx(z) 也 是 锥 ,所 以 只 须 对 lim infTx(z) 中 范 数 为 1 的 元 


X v WE vE Cr(zo) 即 可 .对 这 样 的 ,显然 Ye>0, 3 N 之 1, 使 得 
Vn 2 N,V x € Bk[zo, > J B(v.$.)n Tk(x) Z Ø. 


Bit o& Ck o9) RE 3 e (0,3) x 6 B zo. AK, € (0.2... 
(z, + hB(o, e) NK = Ø. 


SUR nN, iE 6= 了 Fc 及 QQ= KA (Crn *[0,4,]B(v,c)) AD. 5E X. V:Q>R 
3 V(z)= — | z-z, lH VEQ EXESET JI SE. H Ekeland 变 分 原理 ， 
3 z€ Q 使 得 z 为 6- 极 小 化 问题 的 解 
Vx€Q.lz-zlszlz-zl-*8lz-zl. 

ju z-—cr,t(l-a)hQgw,, 
K'Pa€[0,1], I wrp- v || &e. EBERT a 770. 

由 于 oz, [0,5,]BCo e) N BA 

z + [0, ah, ]B(v,e) » (1— a)Cx, + hw) + ax, + [0, 5, ]B(Co, e)) 

C xz, + [0,54,1B(v, c). 


又 由 meEB( z075 ): h „€ [0.4 i) .B ee (o, i) 
ao = (1-—a)h,(1 + £) 
则 有 
lz- zo | =< |z xl + Í z, — zo 
«A +e) r3 < 1. 
B z€ B[ o. ] K. 


故 对 =, 有 “EeBfv 呈 jn Tx (x). ATE k,—0* upu EAE pz+ 

ku, € K. ADS TEA ATE p Ak ELO, ahn), u,€ B(o,e 2). HEA 
z + kyip € xt [0,h,]BCo.e). 
MFE pfi 
z+ ku, € Q,u, € B(v,c). 
于 是 在 ô 极 小 化 问题 的 变 分 不 等 式 中 了 到 = = + ku, = zx, + (1 — a )h,zu, + yup 
有 
((1 — a)h, + kp) | zo, | — kp | u, — wp I 
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< |G- ajhywn + Ey, + Es Cus — w) | 
= || (1 — aus + gus | 
-|z-zxldslz-zl-*8lIz-2zl 
= (1 — a)h,, l zu, || + gp) wll. 

XH || sw, — o |< 58, || u, — zo, l 2e. BEES 
Ë, | zo, | < ak, lu, | + kp | tep — wa Il 

= k ,(ó(1 + e) + 2e). 

从 而 有 
1-6x lx, | 所 6(1 + 2) * 2e s: 3e, 

所 以 ,有 e RS ee (0,7 PE. vE C GO. 


余下 的 ,由 K 在 zo 光滑 知 集 值 喘 射 Tx TE xo 点 是 lec 的 , 故 有 
Tgl zo) C lim infTy (x). 


X Cy( xo) C Tk (xo) AR. Bit Tk( xo) = Crfzo) 为 闭 凸 的 .证 毕 . 
其 实 ,在 有 限 维 空间 ,Hilbert 空间 或 一 致 光滑 Banach 空间 上 ,定理 4.1.6 的 结 
论 还 可 加 强 .本 书 仅 对 前 两 者 论述 ,读者 参见 文献 [3]. 
定理 4.1.7 É X AP HESS], KC X dEZS 
Ci (xg) cC lim inf Tk (zo), V zo € K. 
证 明 因为 由 Cx(x0) 的 特征 知 
Ck Co) =Q, Y, Y sedda PME: B z) + B(0,e) ). 


现 取 定 e 和 有 ,显然 有 


1 
V da NAME (xt 8(,«)) 


1 
C end lon yy Qul z) + B(.e). 
对 任意 的 
€ Ú, uU - z) + B(0,e)) 
存在 ,YhE(0,a] 有 z, 使 得 


UE 


z, £ 


+ B(0,c). 


因为 X 为 有 限 维 , 故 他 — I Tp kik-F3A o, i Tx(z) 的 定义 知 wE 
Tx{x), 故 vE Trx(x)+B(0,e). 所 以 有 
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Ck(zo)C-() U 门 (Talr) + B(0,e)) 


e>0 820 z€ B(z. DNK 
= lira inf Tk (x). 
=+K*0 
证 毕 . 

引 理 4.1.8 Z X A Hilbert 空间 ,K X BJS8 TT 4E. y € X. dd mk(y)= 
Iz€Kllz-ylil 2d(y,K) Bl, V y& K, V xC xz(y), V vCcoTg(z), (y - 
z,o. 

证 明 i rExrgly) vE Telr), MAR u| u | Æ u H, K 

ly z! -dlr + hv,K) = d(y, K) -dlx + hv, K) & ly - x ho || 
知 对 yr 有 
(y-zx,v) ly-zl - || y-z- Ael 
ly- 1 = lim h 
< lim inf delet hv) 
MAy- z,v)€0,V v€ T,Cz). KRH vEcoTx(z) 也 成 立 .证 毕 . 
引 理 4.1. ? it X X Hübert 空间 ,KKCX APAE, y € X Wu 


lim i infz (day + bo)? — dx(y)2) < dy(yMd (v ,coTg(Czk (y))). 
证 明 "PM 则 由 dgly)= ll y-al A 
3 (dxCy hv — dgCyY2) <4 ly + hu — z ||2— ll y-al’). 
所 以 有 


= f. 


lim int (dk (y + ho — dyCyY) & (y — xv). 
agt 
asama. 1.8, V wC€coTk(x), 
lim inf 7r (dx(y + ku. — dxk(y)2)< (y — x,v— w) 
=< |x - =l lo- l] = dgiy) l| v- x ll. 


故 由 rEr O UTESEEER w € coTy Cx HERE ERE. EE. 
3[38 4.1.10 iX X X Hilbert % B], K C X 29 38 P] 4& , # Lipschitz H 8 


fU) o delat tw), 则 对 几乎 所 有 的 1270 38 
fO) dk(z + tv)d (v,coTy Grk(x + to))). 
这 是 引 理 4.1.9 的 明显 推论 . 
定理 4.1.11 Ë X Jy Hilbert 空间 ,KKCX ABAR, zo € K , Bi] 
lim infTx(z) C lim inf coTk (z) C Ck(xo). 
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当 外 为 有 限 维 时 有 


lim inf Tx (xz) = lim inf coTk (zx) = Cgl zo). 
TKO a 


集 值 映射 Tk TE xo 点 lsc 当 且 仅 当 Tk(xo) = Ck (xo). 这 就 是 为 何 此 时 称 K É to 
AO ME. 
证 明 设 vo€ lim infcoTx(z). 则 Ye >0, 3320418 V zC B(zj, n K, 


wE co Tk (z) * B(0,e). id dur B=; M" r€ B(zo,a)(]K, t € 
(0, 8) ST , aglr + tuo) CB( zo, m) K.iu 
f» = Lagla + to0)2. 
由 引 理 4.1.10, 因 dc Cc t too) St ll vo || ,所 以 
FOYS dy(x  tvg)d(vg,coTk(ng(zr + tvg))) 
< edy(x + tup) < et || vol . 
ik V x€B(xy, a) K, V A €(0,g8]. 


Laela + hw 7. f() - FO) = | F (dt 


2 
«& ell wl 5. 
所 以 


lim dy(x + hug) B 
m h 

K 
h-0* 


0. 


即 有 vo € Ck Cro) , AME 
im inf Tk (z) C lim inf coTk (x) C CkCzp). 


1 X HARAT, HEM 4.1.74, EM 4.1.11 中 等 式 成 立 , 及 Tgl) = 
Ckir) H K 在 zo 光滑 的 充 要 条 件 由 定理 4.1.6 知 .证 毕 . 

由 定理 4.1.11 和 定理 3.3.6 可 得 如 下 点 态 逆 映射 定理 . 

定理 4.1.12( 点 态 逆 上 映射 定理 ) W X 29 Banach Z, KEX AATE, Y 
HAREZ H, f: XY 在 点 xoE K 附近 连续 可 微 , 若 

f (z=o)(Ck(zo)) = Y, 

则 集 值 映射 = f (y) K E ro), roA LD Lipschitz. 

特别 地 ,我 们 有 如 下 推论 : 

推论 4.1.13 E K AUR FREE S IR] X. 的 闭 子 集 , 则 z € IntK 当 且 仅 当 
Ck(xg) = X. 
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XË X A Banach 空间 , 则 zx € Int( K) 34 B./034 38 € [0,1) & 5 50 使 得 
V z€ B(xo. 3) K, BxC Ty(x) + aBx. 


4.1.2. BÆIR 


当 K AORT, h K -r ERB HEH HAE Clarke 切 锥 全 部 重合 ,这 
就 是 下 面 定理 . 

定理 4.1.14 (0058 IE) 设 为 西 集 , 则 Txtz) 是 凸 的 , 且 

Ck(x) = Tk(z) = T,(z=) = Sk(z). 
证 明 只 须 证 SkCx)C CkCx)BURT. 
Vv € Sk(z) = Y, F5, Ja > 0, 
y= z+ ho C K.i V t € [0,5], 
z + tu = ['- 7 et yz + ho) = (1-fkti. 
BKOXÀSERICKA rt r£r€kK. 
BUSHEM hr 0t E x,—K* WD u= (y x)/h(y-x)/h-v,H 
x, hv = (1-5 + y € K,V n. 
故 由 Ck (x) HREM vC Cgir) EH. 
对 子 集 KC X LOX” ,我 们 引进 ( 负 ) 极 锥 K 的 概念 , 记 为 
K =|p€ XI Vr € K,Cp,x) «0l, 
L -ix€X!IVp€ L,(p,x) < 01 
定义 4.1.15 设 天 为 凸 集 , 记 
Ntz) 一 Tk(x) = Sklr). 
称 为 K Er 点 的 法 锥 . 

命题 4.1.16 ”对 闭 凸 集 Ko Nx (zx)}={pEX*|(p,r)= max ( 0, yy = 
ak(p)|,Tgk(z)=Nk(zx) . 

证 明 V pB€ Nk(x), V yC K,y- z€ Tk&(x). BC pL y- z)<ç0,ËEli( p, y) 
(p. CC x) = ok p) WE 0,70, y, € Ko limA (y, 7 2€ Tk(x). 
HED, Anl yn E)E An Pya x20 Co, v)sz0. Hl p€ Nk(x). X Tgl) 
HAE, AA Tk (z)= Nx(z) .证 上 毕 ， 

为 了 借助 法 锥 讨论 切 锥 的 性 质 , 我 们 先 给 出 一 个 关于 负极 锥 上 极限 的 极 锥 刻 
画 闭 凸 锥 下 极限 的 结论 . 

定理 4.1.17 iK, ien Banach 空间 X rr ñj —#/J B td , Wu] 
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lim infK, = (e ~ lim supK,) , 
其 中 o- lim supK, 表示 极 锥 列 的 列 弱 上 极限 . 
证 阴 i z€lim infK, ,; 则 3 zx EK ,z= lim z,. ÉE p&o- lim n supK , 为 子 
J) pw E KTR - 极限 , 则 ， {Pr ,Tn ) EO, BOR CP. z)«0. rU 
x€(cs-limsupK,) . 
反之 , 设 z€ (s - lim supK, ) i z &lim infK, Jl 3e 20, AFA (EHN 
IUD K, ,使 得 
Biz, e) N K, = Z, Vn. 
分 离 定理 表明 存在 元 素 p, € X E p, 的 范 数 为 1, 且 
ek (pn) S< (pax) — ell pull = Cos) - €. 
因为 K, 为 锥 ,所 以 p, € K; Hag (,) 70. RÀ p, 有 子 列 (不 妨 仍 记 为 p, 88 " t 
SUF p),p€c lim supK, QEECO x0. X 
Ox(p,.x)-— € 
表明 s 委 0 与 s>0 矛盾 , 故 z € lim infK, HEP. 
由 定理 4.1.11 和 定理 4.1.17 的 对 偶 可 得 
EA 4.1.18 设 久 为 有 限 维 空间 ,KKCX 为 闭 集 , 则 
Nk(x) = co(lim sup( Txty)) ). 


定理 4. 1.19 Banach 空间 的 任 一 闭 凸 子 集 是 光滑 的 . 

证 明 ”首先 我 们 证 明 映 射 3x|>Nrtz) 在 对 x 又" 中 的 图 像 关于 范 - 弱 * 
拓扑 是 闭 的 . 

设 r, EK, r, KAT z, p, € Nge AKAT p, 则 由 Y¥YyEK 有 

bas y) S prs Ln), 
知 
(pay) < (box). 

故 p€ NkCr). BIA Graph( NOE BI]. 

再 由 定理 4.1.17 知 ,Tk(z) 是 下 半 连 续 映 射 .证 毕 . 

定理 4.1.20( 切 锥 的 内 部 ) B KC X 为 内 部 非 空 的 凸 集 , 则 

In Tk(2)) = y (E=), va € x. 

xtmi SERA K Drini Trtxz)) 的 图 像 是 开 的 . 

um mx U (EC Sx (x) AREAS X Inc (Tx (z)) = 


Ini Sg C) k Y (EE) omi C 2). Gs V v € Ini Sg (2). 20 


841 J # De 


1865 B(v, 2) C Sklr). E z+ o€ IntK , Jl «€ Uy (PE) ae rtvw&ínK, 

J z€ IntK. id vg = x9 — z, Wl v- que wo € Sk (z), B 1 jh >0 使 得 
_ m =— hp E 

z+h(v I vo [wjEK. 记 a hy | voll , 则 


r+(l—a)hy = azro + (1- a) (z+h(v -Te)): 
HA 26 C ItK,aC (0,1), 8X z+ (1— a)ho € IntK. Br! 
"€ OA Lg mk - z), kaw z). 


现 设 vE It Tk( z) J| 3 ho 20, Í € 151—589, rp 3 «0 ik 
B(xg 十 hovo,e) = xg ho vo t &B0.0)c Int K. 


BAV z€ zo 2 B(,1), V v€ votz BC) A 
z+ hov € B(zg + hgvug,€) C IntK. 
所 以 v € Int Tg x), 8l z [Int Tk (Cx) 9 P8 RET B5. up SE. 
关于 凸 集 的 切 锥 的 运算 性质 ,可 在 文献 [3] 中 看 到 ,这 里 仅 记录 如 下 : 
定理 4.1.21 Ë X, Y X Banach 空间 , 工 (X,Y) 为 连续 线性 算 子 空间 , K 
K;,L,M,- SR. 
(1) KCLC X, 
Tgl) C Ti(z), Nix} C Nr(r). 
(2)# x;€ K,CX,,i=1,---, D] 


Tfi Gros.) = fln. Nip Gian) = TEN G2. 
(33$ AC L(X, Y), r€ KCX, 则 
Ta (Az) = A(Tk(z)),Nacay( Az) = A"'"!N&(x). 
(4) x; € KC X.,i=1,2,l 
Ty «x, Gi + x2) = Tk (xi) 十 Tk (x3), 
Nk «kn + z+) = Ny (zi) n Ng (23). 
特别 当 zc P= Kz,P 为 X 的 子 空间 , 则 
Tk plz t z2) = Tr (x1) + P, 


Ny «pi zi + x3) = Ny Cn) n P+. 
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(5) LCX, MC Y 为 闭 凸 集 ,AEL(CX,Y) 满 足 0€ Int(M - A( L)). lll 
¥YzELNAT'(M) 有 
T.na ao (z) = TLl) f) A TA (Az), 
Nina iz) = Ni (z) + A* Na (Az). 
(6) MC Y SH Ef, AC L(X, Y) ll OC Int(Im(A) - M), W 
VxCA (M), 
Ta (z) = A TuCAxz) Na 0490) = A" NyCAx). 
(THE Ki, K,C X HAME B. 0€ Int( K, — K,), WY z€ Ki Ks, 
Tk nk, (x) = Tk (z) N Tx (x), 


Ny nx, (x) = Ng (x) 十 Ny (x). 
(DË K,CX 是 闭 目的 ,= 1, 2,0€ ÅK H3 20 RV zz. | z | < 
Y. AG - z), 
TRAK(z) = Ti GD. 
(9) 若 KCX 为 闭 同 锥 , 则 Negl) =K Dixi Hn 
XE K 为 闭 子 空间 , 则 Te (2) - K, Nk(z) - K5-. 
(10€ AC LX, Y), KSA ! (y) BET Rel, Ax — y. 0 
Ta (x) = KerA. 
(11) 设 B 为 Hilbert 空间 X 的 单位 球 , 则 
3$ r€ElntB Bf Tg( x22 X,Na(z)=101;. 
X [x+] =1#F,T;(z)= |z] ,Na(z)= R +z. 
a2)& 3" = [z e R1 | Xi = 1], 127 (i71. n 01, 
i=1 
Tgp(r)-lw€ R" 1 Vi € Kz), u 2.01, 


Typ) = [v € R* 1 Vi € I2), 2082] = 01. 


$4.2. 集 值 映 射 的 导数 


为 了 给 出 集 值 映射 的 反 函 数 定理 或 其 他 更 重要 的 目的 ,有 必要 像 微 分 单 值 贾 
数 一 样 微分 集 值 映射 ,怎样 才能 办 到 这 一 点 呢 ? 其 实 思想 方法 也 很 简单 ,我 们 回忆 
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一 下 Fermat 关于 函数 的 图 像 在 一 点 的 切线 思想 . 

函数 y= 扎 z) 在 它 的 图 像 上 一 点 (z,y) 处 的 关于 图 像 的 切线 就 是 过 这 一 点 
的 斜率 为 F(z) 的 直线 ,或 把 切线 说 成 线性 商 数 uef (z)u 的 图 像 . 

这 启发 我 们 对 集 值 映射 下 ,可 以 用 上 一 节 介 绍 的 子 集 的 切 能 来 刻画 导数 ,这 就 
是 本 节 关 于 集 信和 映射 的 导数 的 思想 .我 们 像 对 单 值 函 数 一 样 主要 是 通过 F 的 图 像 
在 其 上 一 点 处 的 切 锥 来 刻画 导数 . 


4.2.1 相依 导数 


定义 4.2,1 V X, Y Dual e], F: X po (Y) REA AME, F EAC, y) 
Graph( 下 ) 的 相依 导数 DEF(z , y) & — T1. X 到 了 的 集 值 映 射 ,其 图 像 
Graph(DF(z,y)) = Tos) x y). 
Bl vE DFCz,y)(w) 当 且 仅 当 (w ,vw)E Tac ox»). 
由 此 可 见 G € DF(xz,y)(w) 当 且 仅 当 存 在 hh. 一 07 , un u u, >v 使 得 
Vn, (z,y) + h,(u,,%,) € Graph( F). 
当 且 和 仅 当 存在 hi 0t , upu, vy >o 使 得 


F(z + han) y 
h, . 


Vn, wE 
4HR 
lim infd Fee thu) y)_ o. 
ce (v n ) 
当 且 仅 当 vElim sup UE t hu) Cy 
ant h 


E FOVERE F AKE Dr(z)= Df(z,Az)). 显 然 w= DF(z)(u)4 B fE 
当 


lim ipt LEG flae) hv | = 0, 
kat 


HS f ACM, Df) = 了 (xz)(w) (其实 ,只 要 Fréchet MRT ). 
显然 ,映射 DF(z,y) 是 一 个 正 齐 次 集 值 映射 , 即 为 一 个 过 程 , 且 图 像 是 财 的 . 
XB, v)€ Toup y) AERC, u)€ To apt Cy z). CR 
DG! )(y,z) = DF(x, y). 
相依 导数 又 定义 了 一 个 集 值 映射 , V Cx, y) € Graph(F) 
Graph( F): (z,y) F> Graph(DF(z,y)) = Toga x. y). 
RFEA, y) € Graph HR Zi Graph PER, y GE R FEAL, y) 
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€ Graph( F) RJ S: # Graph(F)fE( z, y) RI 5e. SR F AER IE CRT SR BR) E F fg 
Graph( F) 上 点 点 光滑 (可 导 ). 
显然 ,当下 在 (zx,y) 光 滑 时 ,相依 导数 DF(z ,y) 为 一 个 闭 凸 过 程 . 
命题 4.2.2 设 下 为 集 值 映射 , zoEInt Dom( F}, yE F( x9), F TE xo 的 
分 域内 是 Lipschitz 映射 , 则 
vp € DF( xp, yo) Cug) ENH 
lim inf a (vo, Ft Rua) 0). 0. 
h--ü 
XG Y HARE, H ! 为 下 在 zo 的 Lipschitz 常数 , 则 
Dom(DF(zo,yo)) = X, E DF( zos yo) 为 C Lipschitz 映射 . 
证 阴 ”对 第 一 个 结论 ,只 要 注意 到 当天 与 上 u- uo 充分 小 时 
F(zo + hu) — yg C Firg + hug) — yg + Ih || u — wo Il B(0,1) 
即 可 . 
对 第 二 个 结论 , 设 us€ X, JU V h 0 当月 充分 小 时 有 
yo € F(xg) C F(xg + hug) + lh l! un | B(0,1). 
BrEL3 y, € F(xo + huo) 使 


T 一 > > € I | ug I B(0,1). 


由 YAREN, | us | BCO, D) F 900. H u, 有 一 个 聚 点 vo. 由 前 一 结论 知 
vo € DF( xo, yo) Cue) , EU Dom( DF( zo, yo)) = X. 
XH ui ucX,v€DF(ze yo) (u1) RR An 0" viov ME 
yo + hoi, € F(zo + hau). 
XB zj 各 下 (2z0+ 天 2) 使 得 对 充分 大 的 n 8 
|| z, — yo — hon || < D, || u — u || , 


Wi" 738 AK, KAKATI, BARF o, € DF (zo, yo) (uz), BRA 


l| i — val £l w, — = |l. EE. 
命题 4.2.3 设 OCX 为 开 子 集 ,zoE 人 ,0 一 了 为 单 值 函数 在 zo 点 周围 
Frechet Hf 4i , KONA, zo € X , li 
f (zo)u, u € Tk(xo), 


Df Cro) Cu) = " t“ & Tk (zo). 
证 明 uE Tk CGxo) DUAE E h,—0* E un ru IE rot hu EK. B f dE xo 
周围 Fréchet 可 徽 ,所 以 
Finito t hatin) = flzot hrmn) = fro) + h,(f'(zo)u, + e(h,)), 
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其 中 e (h,)—0. W o, = f (zo) u, + € (h, ) KAF f (zo) u, E. v, € 
f sz haa) — f g(zo), gy, 


Df I<(zo,f(zo))(u) = f'(zo)u. 
命题 4.2.4 设 QC X 为 开 子 集 ,f: 0 一 Y RFRA, M: X—- p (Y) 
值 函数 .定义 集 值 映射 F:X- p( Y): 
f(z)— Mlz), =< € Q, 
Ø, x & ñQ. 
# f #x€ (1 Dom( M) Fréchet n[#&, Bl V y€ F(z), 
DF(x,y)(u) = f (z)u - DM(x,f(z) — y)(u). 
证 明 S oC DF(x,y)u,WfPfE h,—0,u,—u,v, 7v 使 得 
yt AQ, € f(x hu) - M(z + haus), V n. 


F(z) = 


因为 
f(z + hota) = f(x) + hatf Gru, + e(h,2)), 
所 以 
f(x) — y * hf (z)u, — va + e(h,)) € Mr + hun). 
因此 有 


f (x)u — u € DM(z,f(x) — y)(u). 

RZ, f(z)u-v€ DM(x, f(x) - y) Cu) WEE hr >O, upu, w 

f (z)u 一 v 使 得 
f(íx)- y+ hz, € M(z + hotp). 
因此 存在 elh) =0 fi o, = ff (z)u — e(h,) ^ wv, HUE 
y tho, € f(x + ha) — M(z + hytin). 

故 v€ DF(z,y)(u). EH. 

在 命题 4.2.4 中 若 假设 了 是 局 部 Lipschitz 函数 或 Gateaux 可 微 函数 , 则 结论 
仍 成 立 .将 命题 4.2.3 与 命题 4.2.4 结合 ,还 可 以 将 命题 4.2,4 的 结论 推广 到 限制 
在 一 个 子 集 LC X 的 结论 ， 


4.2.2. 相 邻 导数 与 约 切 导数 


我 们 也 可 以 用 邻 切 锥 和 Clarke 切 锥 引进 两 种 更 具 图 解 式 的 导数 . 
定义 4.2.5 W X, Y NERA EI, F: X po YAREBA, y € F(z). 
OMERTA D'F(z ,y)3&— 1A. X 到 Y 的 集 值 映射 ,其 图 像 为 

Graph( PF(z,y)) = Tur, y). 


' 92 ` Tux ues SEU) A 


(2) 约 切 导 数 CF(z ,是 一 个 从 和 到 了 的 集 值 映射 ,其 图 像 为 
Graph(CF(z,y)) = Cost) (z, y). 
CF(z,y) 又 直接 称 为 导数 . 
显然 ,这 些 导 数 都 是 闭 过 程 , 上 且 CF(z,y) 总 是 闭 丁 过程, 同时 又 有 
CF(x,y)(u) C D'F(x,y)(u) C DF(z,y)(z), V u. 
由 定义 可 见 , vE DFi, ya KBR u, v) E Tour) x y). 
MEQUE 
VA, —0*,3Ju,— u,v, — v, Tf x,y) + h,(u, v.) € Graph(F) 
M BEDV A 0t, Iu, >u, vv EB Vn, 
vn € PUT As) Y gy y+ Au, € F(x + hy). 


UHH Vei 20,520, 3 Í>0 88 Vp C (0,2.], 3u/€Cu- B(0,e)),v/ Cv 
BO, eE x, y) h(u' v ) € Graph( F), BD 
, = F(z + hu”) — y 
v € P , 


即 
y + hw € F(x + hu Y. 
v € CF(z,3)(u) HHEN, u) € Compatri, y). 
MBA Y à,0* , Y no» AE) T y) J ty >t s U v, EIG V "n, 
(x, :Yn) 十 CASS € Graph( F} 


当日 权 当 Yh 一 01 MAC arri CARPE Jur >u, vo o, EY n, 


F(x, + haus) 一 
€ (x, hatn) Ia Ey, + h,o, € F(z, + h,u,). 


XB AX V e470,6270, Ja 70,820,1818 Vh € (0,41, V (x/, y EBU, 
y), 8 fiGraph(F), Ju'€ B(u,ci), v € B(v,e;) . ME 
(x,y) + hlev) € Graph(F), 


即 
, = Flr + hu ) — y 
€ h 


U , 


即 
y + hw € F(x' + hu). 
为 了 进一步 用 微 商 的 极限 刻画 相 邻 导数 和 约 切 导数 ,我 们 引进 二 元 函数 的 
上 -下 极限 (或 称 为 卫 - 收 伍 ) 的 概念 . 
定义 4.2.6 设 工 ,M 为 度量 空间 ,pg: 工 x M—R 为 二 元 函数 , 记 o 的 上 -下 
极限 为 
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lim sup infe(z' y) sup inf sup » rdi, int P y). 
对 集 值 映射 F, AME sy rry) Ar y ) >n (z, y). AE 
们 可 得 相 邻 导数 和 约 切 导数 的 微 商 极限 刻画 . 
命题 4.2.7 Blz, y) € Graph(F) ,Bll 
(1)v€ D'F(z ,y)(u) 4B. BU 
lim sup int (v — iu) —a)- 0 


aot 


v € CF(z,y)(u) 当 且 仅 当 
lim sup piafo, FÉ) = 0. 
{x .,y)—=(z,y) 
(28 F E z 点 的 分 域内 Lipschitz, 划 上 式 变 为 
v € DR(a, yu) 当 是 仅 当 lim dv, P x] o. 


v € CR(z,y)(w) HERM lim a(v Facta - y). 0. 
(z s » 
证 明 1. H vC PPF(z,y)( u) B9 29 A TEARS RT HI 
v € D'F(z,y)(u) 
ngos 


sup inf s inf d|v 


SET aD ACH sa, w C Bn e) 


F(x-thu')- 1)- 0 
, h 
即 


lim sup inf d[o, Pth) 0 
An uou 


v € CF(x,y)(u) 
当 且 仅 当 


sup inf Sup .inf d 
r, 20 a>0 AE (d, a] v E Bs, e) 


£20 (xy 3€ B( xy), 0) (|Gmph( F) 


F(x + huj- y V. 


Bn 


lim sup ipt d (v, EE 180 )=0. 
(Gy YEE) 
2.  F E zo 周围 是 Lipschitz 映射 ,常数 为 7, 从 而 
F(z + hu') — yy F(z + hu) — y 
av. h | al， h ) <=. 


.inf 
# € Blu. n, 
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s, L4 - Li , — r 
(v, E thu) y )- a(,.£& tha) 3 <. 


x € B(u,ej) 


故 上 述 极限 式 分 别 变 为 . 
is apto a B 
及 
¿[sP tho e 


inf sup. 
a20 AC (0, a] 
B»0 (zy )€ B((<=,y), 8) 1Graph( F) 
. _ 
v € DFF(z,y)(u) 当 目 仅 当 lim a (v, EH — y) o 
f hed 


kk 
v € CF(z,y)(u) SHN lim a(o, E + ha) =Y )= 0 
(aý Fela) 
证 毕 . 
x F=f HARA, iE | 
D'f(x) = D'f(z,f(z=)),Cf(z) = Cf(x,f(x)). 


且 成 Fz) (ww) 与 Cf(z) (wu) 是 空 集 或 仅 为 一 点 ,特别 
(1938. f Er Æ Fréchet 可 微 的 , 则 DPyF(z)(u)= f (z)(u) 


(DË f Er 是 连续 可 微 的 , 则 CF(z)(u)= f (z)(u). 


这 由 上 命题 可 以 得 到 . 
另外 ,显然 有 
D*F(z,y)!- (F )(z,y),CF(z,y) ! = C(F l)(Xz,y) 
又 因为 CF(z,y) 是 闭 凸 过 程 ,所 以 它 等 于 自身 的 二 次 转 置 CFx, y)" ,而 
HAE CF (z,y)":Y* 一 p(X*) 称 为 下 在 (x,y) 的 上 微分 ,其 定义 为 
p€CF(r,y)'(IMIBDOR V uC X, Yv€ CF(z,y)(u),(p.u) -lq uoa. 


疗 相 依 导数 一 样 ,我 们 有 如 下 结论 ;: 
命题 4.2.8 设 f:X>Y 为 单 值 医 数 在 z 点 周围 连续 可 微 ,KCX,zxEK. 则 
uE Tk(z), 


cou cao) P Th) 
人 u KELL), 
uC Cx(z), 


_ff(s=)(u), 
DOIDA 4 & C. Ga). 
命题 4,2,9 Uo X BOT T 8. f;0 一 Y 为 单 值 映 射 , 集 值 映射 M: X— 


p(Y). 定 义 集 值 映射 F:X=p(Y)， 
_ |f(z=)- Mix), <€ Q, 
F(z) = 内 > & 0. 
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# f E z€ r |Dom( M)Fréchet MA, W V y€ F(z)， 
D'F(xz,y)(u) = f(x)u - PM(z,f(z) — y)Xu). 
f 了 在 ze 人 Dom(M) 连 续 可 微 , 则 YY y€ F(>) 
CF(x,y)(u) = f(z)u — CFM(x,f(x) - y)(u). 
命题 4.2,10 设 所 为 凸 值 集 值 映射 日 在 > 点 周围 是 Lipschitz wit, W| V y 
E Flr), F(a, yE AEREAS, H 
D'F(z,y)0) = Traky). 
DÉF(x,y)(u) + DPF(z,y)(0) = DPF(z,y)(u). 
证 明 设 wvi,v € DF(z,y)(u), Bl Va, 01, eur u uy u K 
UI Uy v2, 7 v2 45 Vn, 
yt hv, € F(z + hytin) i = 1,2. 
又 下 在 x Æ Lipschitz 映射 ,所 以 3 220, V RIKK z, 
y € haun € F(z + hana) + Dh, || 22 — aa ll, 
所 以 也 有 za 一 四 IË y + hos, € F(z + hys), Wi F (z + hana) RAE 
VAC[0,1], . 
y + hoi, + (0— 293) € F(z + hau). 
T Avin t (1 A)vs Ao t (0 - 9o; EDF, y) Cu) DPF , y) a) 028. 
由 命题 4.2.7, v € D'F(x, y) OARS a (s, F3 221 -»o, Br R 64 
vt Thu) (y). x F (z) JP il, [7i Tha) (y) = TrG) (y), E24 B X 34 
vE Tp (y). 
A 0€ D'FCz , y) (0) £8 , W 
V u,D'F(z,y)(u) C D'F(z,y)(u) + DPF(z,y)(0). 
XW vE D'F(z,y)(u),w€ D'F(z,y)(0).  h,—0, o, v 使 得 
Vn, yt hrn € F(x- hu). 
由 FOE ERE w, > w 使 得 充分 大 的 n,y t V hw, € F(xz).H FB 
Lipschitz ERTE Y n, URR wn A 
yt hw, € F(z + hy) E | a, - wu | Siha lul. 
因此 
(1-/h,)(y + hus) + M haly — V hows) 
PESCE EE 
= y + halu + z) + helh.) 
€ F(z + hu), 
其 中 eChu) 008 5,0" B$). 
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v, FG a) y) 0, 


lim ¿[+ h, 


DRM 
从 而 知 
vt w €E IfF(z,y)(u). 


4.2.3 单调 映射 的 导数 


在 第 三 章 $3.4 中 我 们 介绍 了 单调 映射 和 最 大 单调 映射 的 内 容 ,我 们 知道 F. 

X> py CX ERHAN 
V (x, p). (ya) € Graph(F),(p — q,z — y) 2 0. 

我 们 还 知道 对 单调 映射 下, 其 预 解 式 本 ={1+ F) ERE Lipschitz 函数 .这 样 ,我 
们 便 可 以 用 其 预 解 式 的 导数 计算 F 的 导数 .在 这 里 我 们 要 求 X H Hilbert 空间 ,并 
认同 其 对 偶 X" 5 x 一致, 

TA 4.2.11 i X 22 Hilbert 空间 ,对 偶 X "HU SS" BÍ F: X— p( X * 2j 
单调 的 , 则 Y (c, p) € Graph( F) ,相依 导数 DF (e, p) EPER, Bi 

V(u,r) € Graph( DF(x,p)),(r,u? zz 0. 

进而 ,如 下 结论 等 价 : 

(a)r€ DF(x,p)(u); 

(b)u€ Dj (z+ p)(r + u). 
上 述 结果 对 相 邻 导数 和 约 切 导数 也 成 立 . 


证 明 因为 rE DF(z.p)(u), DL 3h,—0* ,u, Jour, -要 使 p+ 
hr, & F(z + hyun). 由 单调 性 . 
hl(r..u,) = (z + hau, — xp + hars — p) 20, 
EG u)Z0. Xr, u,27t 6r u) Br u,)220. 
由 下 单调 ,pE€ F(z) 当 且 仅 当 z+ p€ (1+ F) J=(1+ FL E 
MB z-J(r p). 
从 而 有 如 下 等 价 的 两 个 结论 : 
(ir+tuC D(1+F)(T),z+ p)(u); 
(i)u€ DI(x p,x)(r * u)  D(x* p)(r+ u). 
X HE 4.2.4 知 
D(1* F)(z,z + p)(u) = u+ DF(z,p)(u). 
tends m RR r. uE tE. 
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94.3 集 值 映射 的 反 函 数 定理 


本 节 主 要 是 用 和 集 值 映射 的 导数 讨论 集 值 陕 射 的 反 函 数 定 理 , 更 一 般 地 是 推广 
非 线 性 约束 问题 的 Lax 原理 (定理 3.3.3) 到 集 值 映射 , 

É X,Y 为 Banach 28 |E], F: X— pol Y), Fa: X> pa ( Y ) 29 B] BE. 20189 B 
HRABAR: 

^K z,€ X E y, € F,(z,)” 
来 求 包含 ， 

“ 求 z € X 使 得 yo F(x0)” 
的 一 个 解 的 通 近 . 

定义 4.3.1 我 们 称 Fn #E(zu, yu) € Graph( 下 ) 是 相 容 的 , 若 存在 列 

(Eon: Yon) € Graph(F,) 

使 得 z0, 一 zo H yos yo. 

FEAR [ER IK F, 在 (zo, yo) 周 围 是 稳定 的 ,车 3C>0,aE10,1) 及 90 fi 
f& V (x4 Ya) E Graph F, ) N B CCo yo), V v€ Y, du € X, w, € Y WE 

v € DEn Ens Yn) (us) + zo, 
E 
lus | s Clvl B lw, salvi. 

定理 4.3.2(Lax 原理 ) H X, Y 为 Banach Ë], F,: X— p9(Y)& F: X— 
Po 了) 均 为 闭 映 射 , yo € Y xg 为 包含 y, € F(z0) 的 一 个 解 ， 

假设 F, 在 (zo, Yo) 点 相 容 ,在 (zo,yo) 周 围 稳 定 , 则 存在 常数 1>0 使 得 对 任 
EKAT (za, yod HIA zo, s Yon) € Graph( Fp) R (F.W aR T yo 的 列 y, a E 
分 大 时 有 

dl tons F3 ID) << Lll yos ^ Ya l. 
作为 一 个 推论 ,我 们 得 到 如 下 误差 估计 :对 任意 收 敏 于 yy 的 列 y,， 
d(xg, F,I(y,)) S l(d((xo, yo) ,Graph(F,)) + || yo — Yall), 

所 以 xo 可 以 用 解 x, € FL, AB. 

证 明 我们 用 定理 3.3.3(Lax R), H X x Y IERIE X, Graphi F, MU 
H K,,Xx Y 到 YY 的 射影 IIy 代 换 廊 , 则 这 里 的 稳定 性 假设 草 含 了 定理 3.3.3 中 
的 横 截 性 假设 , 即 , V wvE Y, Ilun, Un) € Toug ) (1442 w € Y 满足 

v = o, + to, max( | un |, ll vs ll) x Chal, o, | Selv]. 

其 实 ,因为 集 值 映 射 图 像 在 一 点 的 相依 锥 就 是 相依 导数 的 图 像 , 故 由 稳定 性 假设 有 
上 述 横 蕉 性 假设 , 且 可 能 外 允 |‖= low, | Oa ta) o l o. EE. uS. 
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在 上 述 定理 中 取 请 ,= 下 , 则 有 如 下 反 函 数 定理 : 
定理 4.3.3{ 反 函数 定理 ) 设 下 :XX 一 po(Y) 为 闭 映射 , (xg, yo) € Graph( F). 
假设 3C>0,aE[0,1) 及 $20 £818 V (x, y) € Graph( F) f1 BCCxo; yo). 2), 
Vv€Y,du€ X, wE Y 使 得 vE DF(x,y)(u)tw,Hlxwlscl»el, 
| se ls || l. M] yo Int(Ir( F)) , B. FHE (yo zo) RES ÆI- Lipschitz 的 ， 
即 ; 
存在 yo 的 邻 域 W, £ zo 的 邻 域 U 和 V(UCYV), 且 存在 1!>0 使 得 
YyE W,F1(y) D UZ g HVy.y; € W, 
a(F n UED N V) <i lla- yl. 
我 们 还 可 以 推广 Graves f] 43 28 be POE SE (GE B 3.3.6) P : 
定义 4.3.4 我 们 称 下 在 点 {zo, yo) € Graph( 下 ) 是 一 致 光滑 的 , 若 它 的 图 像 
Graph( F)fE (co , yo) —OEWE , BME x y) Gro, o) FUE 
d((u,v),Graph( DF( xz; y))) 


(u, e) E Geh DF Cn )nBí(0,1)x 8(0,1)) 

收敛 于 0. 

定理 4.3,5(Graves M) Ü X, Y 为 Banach 2, F: X p ( 了) 为 闭 上 映射 ， 
(xo, yo) € Graph( F) ,假设 DF (xo, yo AMA. 

(1) 若 下 在 (x0, yo) — SOLCHE, WI yo € Int(ImF) E FUE (yo, z9) AM 
TH- Lipschitz. 

(2) 若 Y 为 有 限 维 , 则 下 在 (zo,yo) 光 滑 就 可 得 到 同样 结论 . 

这 一 证 明 由 定理 3.3.6 可 得 ,与 那里 的 证 明 完 全 一 样 . 

定理 4.3.6 设 X,Y 为 Banach Zi], F: X— po ( Y) AR RIBER 59. (zo, yo) € 
Graph( F). 2 Y 为 有 限 维 且 CF (zo, yo) AWI, H| yo € Int(ImF) E. F 1 TE 
(yo, zo) M Et- Lipschitz. 
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本 节 主 要 借助 单 值 实 函 数 的 上 图 和 集 值 映射 的 导数 建立 单 值 实 阴 数 的 上 导数 
概念 ,讨论 上 导数 的 性 质 . 总 设 X 为 赋 范 空间 . 

B V:X—R Ul + 上 oo 为 一 个 扩充 实 函 数 ,其 定义 域 记 为 

Dom( V) = [z E X I, Vlz) Z+ oo]. 
设 Dom( V) f AEE V 为 不 平凡 函数 ,在 凸 分 析 和 非 光 将 分 析 中 也 称 为 真 函 
数 . V 的 上 图 { 见 命题 1.6.5) 为 
Epl V) = |(z,1) € Xx R | V(x) < Al. 

E 了 Bl(V) 是 凸 的 (或 一 个 锥 ), 则 v 为 凸 的 (或 正 齐 次 的 ). 显然 , 任 一 个 正 齐 次 函 
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数 V 由 于 V(0)=0, 故 必 是 不 平凡 的 .V 的 下 图 定义 为 
Hp(V) = l(x,A) € Xx R | V(z=) à| =- Ep(- V). 
可 见 VER- V 是 目的 , 当 且 仅 当 下 图 为 此 的 . 
设 KCX, 风 定义 在 K 上 的 任 一 个 函数 VV 都 可 被 看 作 一 个 扩充 函数 VE. 


Voir tte 

作为 重要 的 扩充 函数 的 例子 是 K 的 指标 函数 gc. 
, z € K, 
Jx(x) = p o, z&K. 


dx F3EXESECH FLOS K 是 闭 的 , d 西 当 县 仅 当 天 Py. V + gx 可 看 作 任 一 个 函数 
V 在 KK 上 的 限制 . 
我 们 总 约定 if = 
对 一 个 上 图 为 闭 锥 的 函数 ,有 如 下 的 结果 : 
引 理 4.4.1 t V:X—R U| + eo | , Ep ( VARIR 
Vr€ X, V(r)- lim infV(z^). 
又 假设 Epi VA, W FERH: 
(IV z€ X, V(z)>-%; 
(2)V(0)=0; 
(3)(0,-1)& Ep( V). 
证 明 b EBpCVOHMIL V z€ X, HFE zz, 使 得 
lim V(z,) = lim infV(z^). 
Br V A lim infV(z Hf N, V nN, VG A, BG, A)€ EpCV). BON 
Ep( VB] ,BErEA VCx)sA. Bit V(z=)<lim infVtz ). 反 之 显然 . 
XB EpCV)XE,I(0,0) € Ep(V). BELA V(0)sz0. (2 5 (3) 25 fr i A. E 
设 (1) 成 立 , 但 V(0)<0, 则 
(0, — 1) = oh V(0)) € Ep( V), 
县 所 有 的 (0, 一 A)E€E Ep(V), 故 V(0)= —oo.3X 268] (1) 28 2 (2). Ic 2 V(0) — 
0/H3z€ X, V(z)7 - M Ve»0, (x, -E)E Ep(V). 所 以 (er, - 0€ 
Ep(V).ri EpCV)BT,ER e—0,0[(0, - 1) € Ep(CV). BEA V(0) 0. HOAS 
(1). WE. 
RR , = [0, +). X} V; XR 出 [zco1 引 人 两 个 集 值 映 射 ， 
V(z)+B ,, rC€Dom(V), 
V (z) | V(z)= te, 
R, V(zr)= -o. 
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和 
V(z) - ËR ,, r € Dom( V), 
Vx) -| Vlz) =- œ, 
R, Vlr) =+, 
则 显然 


Graph( V 4) = Epg( V),Graph( V, ) = Hp( V). 
我 们 考虑 V+ 的 相依 导数 ,显然 是 半 直 线 , 即 YA 之 V(r), Vu € X. 
DV4Gre,A)(u)7 R Elu, +), RAD, V z € Dom( V), DV (x, A)(u)= 
DV A)R- 
D4 V(x)(u) = infjv | v € DV (z=,V(+*))(u)i. 


4.4.1 相依 上 导数 


定义 4.4.2 Y V: X> R U+ oo j ERI RIS, x € DomCV). RACER BG 
Da V(x);X—RUIt ol: 
Di Vla u) = mflo | v € DVi V(xD(u4)1, V u € X. 
A VE 点 的 方向 zx 上 的 相依 上 导数 . 
FR V Er 点 相依 上 可 微 , 若 相依 上 导数 不 取 值 — 9o. 
FR V Ex 点 上 光滑 , 若 Ep VEC, VDJ. 
命题 4.4,3 H V: X—R UI £ oe REA, x € Dom( V) , 则 
D+ V(z)(u) = lim inf K) — VG) 
hU 


V 在 z 点 相依 上 可 微 当 是 仅 当 D+Y(0)= (0). 

证 明 BODDI V(r)(u)< Too EX VA2>2D, V(z)(u)fffk v€ 
DV, (z, V(z=))(u)fË v « A. WAI € 20, XX & € (0,6). (u, v 2€ 
B(C(u,v),c HAE V(z)+ ho ZEV(x + hu”). Br 1 

YG i) - VG) ye 


所 以 


lim inf V (z + hu) — VG) < D, V(z)(u). 


反之 , 设 AQ—0,h,—0^ uu An VC + http) 使 得 


_ À, 一 V(x) 
一 h 


Un 
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KAF 
v = lim inf Č sihe 一 V(r . 
hxD 


Wirt hw V(z) h,v,) EGraph( V, ). 所 以 vEDV4 lr) u), HE 
lim inf Ve + ha) — Vla) > p, V(z)(u). 
kt 


2j D,V(z)(u) 7 t oot, Bl DV (xz, V(x))(u)- Z. B VoC R, 
Vh, 一 0 K Vu >u 都 有 对 充分 大 的 zz， 
V(z + h,u,) Z2 V(x) + hav. 
所 以 
lim ipt KZ t hu”) 一 V(r} =+ oo, 
h 


V # = BURET EIL D , y(z)(0] =0 显然 .证 毕 . 
我 们 也 可 以 用 对 称 的 办 法 定义 相依 下 导数 ,YzEDom(V)， 
D, V(z=)(#)=— Dl- V)(=z)(u) 
= lim sup Y (z + mdo V(z) v, € X. 


命题 4.4.4 设 V: X—R Ul +c] SE, x€Dom(V) Bl 
Ep(D4 V(x)) = TgGOV)(z, V(z)) 
为 闭 锥 , 当 V dez 相依 上 可 微 时 ,让 ;+ Y(z) 是 下 半 连 续 正 齐 次 的 . 
进而 ， 
Vw 2 Vlr), Tep( Vlr w) C Tom (z) x R , 
H. 
Vw > V(z),Dom(D t V(z)) X R C Tepn (x, xo). 
又 车 V 限制 在 定义 域 Dom(V) 上 是 上 半 连 续 的 , 则 
Ve > Víz) Tesco (z , xo) = Tpom (zr) Xx R. 
(1) 设 2 V(z),(u,v)€ Telr, w) WEE h,0* u, u n u, E 
得 


w + hnv 22 V(x + h,u,). 
因此 uc T post v) Cr) KE Tg rw) C Tp) (z) X R . 
(21€ u € Dom( Da V(z)),w» V(x),v€ R WIFE h, 0’ uu, v, 
D, V(z)Cu MES 
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(z+ h,u,, V(x) + hiv) € Ep( V). 
又 记 
(=+ h,u,,1 + h,2) 
= (x + h,ua, V(z) + hrva) + (0,<o — V(z) + halo- 9,)). 
AH h, JEAFA NE w Vilx) +t hlv — 220, Br (z + hau, w + h,ə) € 
Ep(V) , BUR Cu ,v)€ Tec) (xw). 
(3) w» V(z),u € Toe vy) WE hr 0* ,zu 一 4. 使 得 
V(z + hypin) <+ eo, V m 


Bi V 在 Dom(V) 上 上 半 连 续 , 故 Ve€ (0, 9539), 3 50, 468504 t 
h, || z, | < 了 有 
V(x + hota) < V(z) + e < xu — e. 


K o€ R , 当 0220 时 对 任意 的 b>0, 当 v<0 时 对 任意 的 hE€ (0,7 ) ,不 等 式 
w-e&uwth,o BAA VIT + hvu) 人 w+ heo, Hu, v) € Tey Cr, w). UE 
të. 
关于 相依 上 导数 的 如 下 结论 都 是 从 定义 可 直接 得 到 的 . 
命题 4.4.5 W V:X>R Uit 923 UJ, z€ Dom( V), KCX 
(1) V XE 点 Fréchet TW, W| D, V(z=)(u)= (f'(z),u). 
(2) 若 V 3E x € K 处 Fréchet TW] fii , IIJ 
(f(r) u), u € Tlr), 
DV (G) = u € Tela). 
(GJE V Æx 周围 是 Lipschitz 函数 , 则 
D. V(z)(u) = lim inf Vir +t hu) 一 Vix) 


RES 120, 
I DAV(CxY60 Ix I| ull, Vue X. 
158 4.4.6. UE KC X, 
(1) 指 标 函 数 yx 的 相依 上 导数 为 
Dill) = Pr (z), Vx € K. 
(2Vz€K,Tk(x)—-Íív€ XI Di dk(x)(v)70l, KF, dk: XR U 
Í + eo | 为 到 K 的 距离 函数 ， 
(V y€ X, zkCy) - Iz€ K| | yl =axty)1 为 y 在 K 的 射影 , 则 当 
xk( 人 天 时 
Di dk(y)(%) < dlv, Tk(ng(Cy))). 
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我 们 可 以 用 相依 上 导数 推广 关于 极 小 化 问题 的 Fermat 定律 ， 
命题 4.4.7 WE ViX—RUI- co] 为 不 平凡 扩充 函数 ,xEDom(V) 为 V 在 
天 上 的 一 个 局 部 极 小 点 , 则 x 为 下 变 分 不 等 式 的 一 个 解 : 
OD V(x)(u), Vu € X. 
证 明 REH h>, Yw EX, 
< Vlr + hu) 一 V(z) 


T A—0* ,ua 一 2 时 的 下 极限 非 负 .证 毕 . 
Fermat 定律 的 道 一 般 是 不 成 立 的 ,除非 如 上 凸 . 伪 凸 或 其 他 条 件 . 函数 在 
z€Dom( VAER, V y€ X, 
D, V(z)(y — x) < V(y) — V(x). 
由 此 可 知 : 
命题 4.4.8 db V:X—R Ult E rE Dom VARE 
Yu € X, 0x D, V(z)(u). 
则 x 为 Y 的 极 小 值 点 . 
更 进一步 ,也 可 以 给 出 Ekeland 变 分 原理 的 上 微分 形式 ， 
定理 4.4.9(Ekeland 定律 ) i X Jj Banach 空间 . V: X—R U Í + ooj 为 不 平 
几 下 半 连 续 下 有 界 函 数 ,zoEDom( V). I| V £0, 3 z, € Dom( V) E 
'(1)V(z.)+ € || x, — zo | VG): 
(2)V 4€ X OSD V(z,)G *tellaull. 
证 明 H Ekeland 变 分 原理 , 3 z, € Domi V HHUE (1) B 
V(r) = min V(z) + e |z- zl). 
iu € Dom( D, VGz2).Jll V 2»50,820,220, 35€ (0,3], v€ B(u,8) 
V(xr,thv)- Vlz.) 
h 


x; D, V(z,)(u) + 3. 
再 由 Ekeland 变 分 原理 ， 
- eð -e || u I <S- e l v Îl < Petto) Yo. 


所 以 有 

0x Di V(z,)Xu)+ ells ]| +e 7. 
取 g0* ,5-70* , 则 得 到 结论 .证 毕 . 

4.4.2 相 邻 上 导数 与 约 切 上 导数 


EX 4.4.10 设 V: XR Utto ARFI SERE, z C Dom(V). $E X. 
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函数 D V(r): X>R Ul tæl, Cr V(r): X>R Uit 
(D Vu€X,D V(x)(u) - intlvlv€ DV (rz, V(x))(0H 
(22V €C X, Ci VCz) Cu) 9 inflo! v € CV (Cx, V(z)) (4)! 
分 别称 为 V 在 z 点 的 zx 方向 上 的 相 邻 上 导数 和 约 切 上 导数 ， 
这 些 上 导数 也 可 以 用 微 商 的 极限 刻画 . 
fpER 4.4.11. É V:X—R Ü! £t oo | FOE AL, xz € Dom( V), ll 
D^ V(r)(u) = lim sup inf V(z + hu) - V(z) hu = Vir ; 
h-0* Bk 


C4 V(a)(u) =lim sp inf Vitae 
EQ t7 
Vr JEA V t} 
自然 , 当 VV 相依 上 可 微 时 ,DB Y(z) 为 下 半 连 续 正 齐 次 的 ,C+ VY(z) 是 下 半 
连续 正 齐 次 西 函数 . 当 V 是 Fréchec 可 微 和 连续 可 微 时 ,它们 分 别 等 于 方向 导数 
(V'Cz), v). 
又 设 KCX,x€ K,V TE x É Fréchet 可 微 , 则 
(V(X), uy, uc TkG), 
DACV Igk)(z)(u) ZA u & TEG). 


V TE x ER a , Vi 
(V (z),u), u € Ck(z), 


C) (V la) GC) - " u & Gr). 
XE V f£ € Dom( 7) 疝 围 是 Lipschitz 函数 , 则 
DA V(z)(u) = lim syp Vt) — V(2), 
k 


_ ” — F4 
C4 V(z)(u) = lim sup AZ + hu) — V(z ) + ñu Vix . 
n h 


r 


进而 ,对 AX AU, 
映射 UxX Sly u) C Via EFE. 
映射 ¿>C I V(z)(u)# X LE Lipschitz HAHA 
C, V(z=)X— u) = Cil- V)(z)(u). 
当然 ,也 有 如 下 结论 : 
Ep(DA V(z)) = Th (z, V(z)), 
Ep(C, V(z)) = Cpp (x, V(z)). 
设 rEKCX, 对 指标 函数 有 
DA (dk)(z) = prir Ca C022 = deut 
XU yEX ,mrgfy) 为 在 玉 上 的 射影 , 则 riy ADNA 
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D cg Cy) o) st d Co. T(rg(y))), 
C4 du(y)(v? & dtv,Cy(ng(Cy))). 


4.4.8 J XE SUA 


X; ViX-R J zo',r€Don(V),E V fz 点 可 微 .其 梯度 YIz ) 为 一 
MERRE, ED V'(z)€ X * , WE 
Vlz) v) = Di Virou). V ç € X. 
36 V ARRA ,我 们 将 借助 于 上 导数 定义 次 梯度 概念 . 
EX 4.4.12 ik ViX--R Utto SF AL, z€ Dom( V) Bl V TE x AU 
ETA EX 
30Y(z) = [p € X' I Ve € X,(p,u) & D, V(x)Co)! 
XS V XE x 的 次 微分 或 相依 广义 梯度 . V ppE90V( 工 ) 称 为 次 梯度 . 
定义 
3V(z=>) = Ip € X" | Vo € X, (p, < C, Vlz v) 
HON ZE x BJ(Clarke)” US BE. 
自然 地 ,可 以 看 到 : 
p€ 为 YIz) 当 及 当 (p, - 1) 后 TescotzrY(z)) . 
€ Əv(z=) SHAX(p,-D€ Ngala, VGr)). 
2, V( x) Bia V Cc) READE. 
其 实 , 我 们 还 可 以 定义 一 些 其 他 的 上 四 上 导数 和 广义 梯度 . 设 
V(x);X— R U toi 
ET ERDEKE, E 
Di V(rz)(u) S; 8V(z)Xu) < CY V(x)(u). V x € X. 
又 记 
3,V(x) = p€ X* I: Vu € X,(p,u) S 9V(z)(u)l, 
WK Vx) V Tez 的 一 个 凸 上 导数 , 若 再 没有 比 5V(z) 真 小 的 山上 导数 存在 ， 
就 称 8SVLz) 是 极 小 的 ,3sV{tz) 称 为 了 在 z 的 38- 广 义 梯 度 . 
显然 
Vlr) C 95V(x) C 8V(x). 
3 V XE x 点 Fréchet 可 徽 时 
D, V(z=)(x) = (CV (x), V) S àV(z)(v). 
次 微分 2 VY(z) 就 是 梯度 V (z). 
当 Y 在 > 连续 可 微 时 
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30V(z) = 3,V(z=) = 3V(x) = {V(x)). 

我 们 也 可 以 用 广义 梯度 来 描述 Fermat 和 Ekeland 定律 

定理 4.4.13(Fermat 定律 ) i V:X>R U l+ %| 为 不 平 几 的 扩充 也 数 ， 
z € Dom( VÆ V 的 一 个 局 部 极 小 点 , 则 >= 为 下 列 对 任何 上 四 上 导数 均 成 立 的 包 合 
的 解 ， 

0 € 3 V(z) C 3,V(x) C 3 V(x). 

定理 4.4.14(Ekeland 定律 ) l X H Banach 2 Í|], V: X-* R U | + oS LA 
平凡 的 下 半 连 续 下 有 界 函 数 ,zx 和 Dom( V) ,假设 V 相依 上 可 微 , 且 8SV(z) 为 任意 
PES lj v «0, 3 z, € Dom( VRE 

(DV(z) tel z- z | VG? 

(2)0€ 24,V( z,) t eB, C3V(xz,)+ eB,. 
Hop B. = B(0,1)CX* 25 X" HERR. 

证 明 由 定理 4.4.9, Jr € X HUE (1), Z. 

Vv € X.0= D, V(=,)(%) *ellvll. 


所 以 
0x; jV(z,)(o) + e | vl 
= o(3,V(x,),v) + c(eB, ,u) 
= ald V(r) + eB, v), 
BIER 
0 € 2,V(x,) + eB, C 9V(x,) +B.. 
证 毕 . 


定理 4.4.15 UE X 为 有 限 维 空间 , V. XR U | + cei 为 下 半 连 续 函 数 ,在 
+€ Dom(YV) 的 一 个 邻 域 内 相依 上 可 微 , 则 
ER LL 20 Vx) c3 Vo). 
证 明 iz, r, Vir) V(r). br E DV lra), puo b. AA 
(Pas — 1) € Tepl tns V(n)) 


HEM 4.1.18, (5, 1) € Neo Ge, V(=z)), W p€CƏV(r). DEIB. 
4.4.4 CARK EFAS RAS 


我 们 已 知 一 个 扩充 函数 是 凸 的 (下 半 连 续 的 ) 当 且 仅 当 它 的 上 图 是 凸 的 ( 闭 
的 ) ,定义 在 有 限 维 上 的 凸 函 数 在 其 定义 域 的 内 部 是 局 部 Lipschitz 函数 ,定义 在 
Banach 空间 上 的 下 半 连 续 凸 函数 在 其 定义 域 的 内 部 也 是 局 部 Lipschitz 函数 .从 而 
我 们 有 如 下 结论 ， 
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命题 4,4.16 B Vi XR U l+ oo | TS BRI, RU EIC AE 219] E 
相等 且 等 于 


D4 V(x)(u) = lim inf inf 
进而 , 若 x€lot(Dom(V)), Ul V u€ X, 
Di V(z)(u) = inf V(z £ ha) = VG) 是 有 限 的 . 


XII RR V ,广义 梯度 与 次 微分 重合 且 
gV(=) = lp € X" IVy € X,(p,y— x) & V(y) - V(x)l. 
这 样 , 凸 分 析 的 一 些 基 本 内 容 便 可 由 此 开始 展开 讨论 ,本 节 在 此 基础 上 只 就 凸 分 析 
的 基本 定理 加 以 介绍 ,并 不 严格 证 明 . 
定义 4.4.17 Ë X 3⁄2 Banach 2 |], V: X— R U1+ eo 17R3E FL, E 3L BEI 
数 V",X*—R Ul+oej, 
V”(p) = sup( (p, z) — V(z)),V p€ X°. 
ZKA V" "XR U+}; 
VC = sp uz) - VG. Vz € X. 


从 定义 可 知 如 下 著名 的 Fenchel 不 等 式 : 
VrCX,VpC€ X',(p,zr)x V(z) - V* (p). 
Jtt RU ttp d PEE BITES 4E, MRE P SEXE TS pP83% . [Hh 
V" (z) < b (p x)-((p,z)- V(z))) x VG), Yr € X. 


当 等 号 成 立时 V E TOE HEARTS RR, XX — 56 Umi h tipi EEE 
理 ,是 Hahn-Banach 分 离 定 理 的 一 个 推论 . 

定理 4.4.18 ”一 个 不 平凡 萝 数 Vi XR Uj +o Eh FERAN 
V=V*" ,此 时 Y "是 不 平凡 的 . 

证 明 设 V 凸 下 半 连 续 , 则 Ep V) EBI B. E a < V(z),W|(z, a) & 
ZIp(V). 故 存在 连续 线性 泛 函 { 户 ,- a) € X" x R 严格 分 离 (z,4a) 与 Ep(V). 所 
以 3e>0 使 得 

(p,y) - aV(y) — À S (p,x) ^aa — e, V y € Dom( V), VA 2 0. 
Xi A20 取 上 确 界 , 则 Ü 20 H. 
(p,y) — aV(y) < (p,z) — aa — e, V y EDom(V). 
JifE p.y) - aV(y) &(p.z) aa -e FIC y= z€ Dom( V), Ma4 
ala — V(x)) xz e. 
则 知 当 z € Dom( V) HA a 0,18 p= p/a, WE 
V y € Dom( V), (5,3) - V() < (px) -a — e/a. 


Vig + hu”) — veo) 
n . 
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对 y € Dom( V JC E8827 , BUE 
V'(p)sp.z)-a- "E 
这 表明 Dom(V * )2£ Bj a< V(xz) 时 ， 
a < (p,z) - V' (0)  V*" (x). 
I a ry V(zy 88 V(z)< V OG), V(ir)-V'*(ri 
HR z &Dom( V), Í 20, UEB] V(z)=; V" * (x). RHS V y€ Dom( V), 
(py) S< (Pp,z) -e p, y- z) + e < 0. 
EBA Dom( V* )s£ 2, Rt p € Dom(V* ), $F EARASSRRUL x 20 青 加 到 不 等 式 
y? VSV (Bp) 上 ,得 
Vy € Dom(V), (p+ u,y) — n(b,z) + ne - V * (p) — V(y) < 0. 
对 5 取 上 确 界 ,得 
V*'(p* np) — n(p,x) tne- V” (p) < 0. 
两 边 加 上 《pp,z) 整 理 得 
ne + (p,z) 一 V' (p) < t npo - V'(p np) < V“ * (x) 
JK "一 co 则 知 V" "(z)2 oo. V(x)& V' " (3), HB V^" = VER. 
定理 4.4.18 表明 对 应 VV" # X Au X* ENTERA [B EET 
一 个 一 一 对 应 , 称 为 Fenchel X4. CHAE T arre per 8 BERE E. 
另外 ,Fenchel 不 等 式 中 的 等 号 成 立 是 次 微分 的 一 个 刻画 . 
$8 4.4.19. W Vi X—R Ul 9o | 23283 Fons a, X 29 Banach 空间 . 则 
p€23V(x) M4EDUBS(p,z) = V(x) 十 V' Cp). 
又 车 V EE TEAR, MVO ERRE V * KDE V" C), BE 
p EIV) HENK x € 9V (p). 
证 明 Hifp 4.4.16, pC 2 V(xz 234 B.M 
(y) - V(y)< (p,z)-—- V(z),V y € X. 
当 且 仅 当 
V'(p)- supi (p, y) - V(y)] < (p,zy— V(z). 
BHI: 
(p,x) = V(z)+ V'(p). 
将 上 一 结论 用 到 V' 与 V ** (= V)LEBRIITAUS— fer WEE. 
EER- V * (0) = infV(z).#& Fermat 定理 变 为 
定理 4.4.20 VE V: X— R U | +l ARERR, M EX 提供 了 在 
三 上 的 一 个 极 小 值 当 且 仅 当 
0 € 3V(zx). 
当 且 仅 当 
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Ox D. V(z)(u),Vu€ X. 

XE 站 还 下 半 连 续 , 则 3VY”*(0) 为 V 的 极 小 点 集 . 

凸 分 析 的 第 二 个 基本 定理 也 是 分 离 定理 的 一 个 推论 , 它 提供 了 计算 凸 函数 的 
和 及 复合 积 的 共 斩 函 数 的 准则 ( 弱 约 束 规范 ). 

定理 4.4.21(Fenchel SEXE) i XAY 为 自 反 Banach Z3, AC LCX, Y), 
V:X—R U| +0}, W: Y>R U| + ee] Af FEER. U= V+ W° A. BR 
有 弱 约 束 规范 假设 : 

0 € Int( A(Dom( V)) — Dom( W)), 
则 
Dom(U*) = Dom(V*) + A*Dom( W"), 
R V € Dom( U) ,存在 9€ Y* 为 下 述 极 小 化 问题 的 解 : 
U*(p)= V'(p- A*q)+ W* (q) = inf (V*(p)-A'q) + W'(q). 


另外 ,一 个 不 平凡 下 半 连 续 目 函数 的 次 微分 是 一 个 单调 映射 34 X 28 Hilbert 


空间 时 , XE REC ER LEA r ARTET AKRA EE XE UE LA Jl 
画 .这些 内 容 任 一 本 凸 分 析 的 著作 中 都 是 基本 的 ， 
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本 章 主 要 介绍 集 值 映 射 的 可 测 性 、 集 值 映射 的 积分 以 及 集 值 测度 方面 的 基本 
内 容 . 


85.1. 集 信 映射 的 可 测 性 


设 0 为 非 空 集 ,以 为 Q 的 一 个 子 集 族 , 若 吧 满 足下 述 性 质 ， 

(i) G€ s 

GDE AC sl (Q — A € si 

(ii) A, € 3,7 1,2, W Ü A, Cor 
我 们 称 wy 为 一 个 o -代数 . COL , 吃 为 可 测 空间 ,的 元 素 称 为 %- 可 测 集 或 称 为 可 
mit. 

Bi GOYXRIC) AE f C o, A CD RIT Ci) TA RÉSEAU BS BUE B0 n T3 A. 

# 2 289 — E PALAIS AE ES RT UL R3, RUP IX — PED. 0 的 一 个 分 解 . 

车 为 拓扑 空间 ,包含 所 有 开 集 的 最 小 的 c -代数 称 为 Borel a -代数 , 记 为 
AREH 2. 

一 个 函数 pit n 0, + oo] 被 称 为 一 个 正 测度 , 若 对 yz 中 任 一 列 两 两 不 交 的 可 
WELAI, 


ul AQ = Dalh). 
i 称 为 -有 限 的 , 若 存在 n ATRE 10,1 Ca, 1818. 
a = Ú G, Belan) <+ oon 212,7. 

aO uk -完备 的 (或 称 为 完备 的 ), 若 对 只 中 任 一 个 测度 为 0 的 元 素 A € %, 
g( 和 站)=0, 满 足 Y BCA ,BE 此 时 称 CQ ,wp) 为 一 个 完备 的 o -有 限 测度 空间 . 

本 节 总 设 空间 X 为 可 分 完备 度量 空间 (又 称 为 Polish 空间 ) ,例如 可 分 Banach 
空间 ,特别 地 Lebesgue 空间 L^ 和 Sobolev 空间 WP (IS p < + oo) Ede Polish 
空间 . 

PERA i09 X 称 为 wj- 可 测 ( 或 说 可 测 ), 车 对 X 的 任 一 个 开 集 G, 
了 MG)Ez 驱 或 等 价 地 ,XX 的 任 一 闭 集 C,f 1(C)E .了 称 为 简单 的 ,车 存在 
N 的 一 个 有 限 分 解 | A1,…' A CARATE zs CX E flA) = 
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ixl ,i=1,…,n, 即 f ARABE. TA 了 总 是 可 测 的 .和子 称 为 o£ uy 3k h) EIE 
在 if — RIAM ÉRE A Az s EC SCRIBE SCR Exc. CX, E f(A,)= 
ix,1,n71,2,--. BA f TR. 

HAWAA f; 人 一 对, 有 下 列 等 价 条 件 ; 

(1) 了 可 测 ; 

(2) 子 为 简单 可 测 函 数 的 点 态 极 限 ; 

《3) 太 为 一 列 可 数 可 调 范 数 的 一 致 极限 ， 

我 们 现在 引信 可 调集 值 映 射 的 概念 ， 

定义 5.1.1 BA, HATMA ET, X 为 Polish 2 [8] , F : Q7 po CX ) ARAR 
ERREKI. EN X 的 任 一 开 集 G， 

F'l(G) = [wE G | Fiw 1! G Z ZL cs, 

贡 称 下 为 过 可 测 的 (或 称 可 测 的 ). 

我 们 这 里 的 可 测 , 有 时 被 称 为 弱 可 测 , 而 闭 集 的 原 像 为 可 测 时 称 为 强 可 测 , 但 
在 一 个 完备 的 a -有 限 测度 空间 框架 下 这 二 者 量 合 ( 我 们 下 面 要 证 明 的 可 测 特 
征 ). 所 以 我 们 简单 地 直接 称 为 可 测 ， 


5.1.1. 可 测 选择 与 可 测 性 的 特征 


一 个 闭 值 的 可 测 集 值 映射 存在 可 测 选 择 是 von Neumann 在 1949 年 给 出 的 . 
现在 已 经 有 了 不 同 的 推广 形式 和 应 用 .特别 是 Kuratowski 和 Ryll-Nardzewski 给 出 
一 种 较 强 的 形式 ,Castaing 则 证 明 存 在 一 个 可 测 选 择 的 可 数 稠 密 族 ,从 而 刻画 了 集 
值 映 射 的 可 测 性 . 

X OQ Lo) ANSE [B| , X 为 Polish #8, F: 0 一 XX 为 集 值 映 射 ,着 函 数 7: 
人 -> 外 为 FF 的 一 个 选择 旦 可 测 , 则 称 了 为 下 的 一 个 可 测 选 择 . 

定理 5.1.2( 可 测 选 择 ) E(N, AARMEN, X 为 Polish 2, F: 2> 
za( 瑟 ) 为 闭 集 值 可 测 喘 射 , 则 F 存在 可 测 选择 . 

证 明 设 ftzz 为 三 的 可 数 稠密 集 , 我 们 归纳 地 构造 一 列 在 i zi， 
x: ORBES aT PCR [ FL HE: Y we 0, 


(4, Cu) F(w)) «1s 


204, Ca f, iG) <=. 


从 而 由 完备 性 , {1 有 一 致 极限 了 可 测 , 再 由 FÉu BIA fCw) € FU). DNI f 
AF 的 可 测 选择 . 


X n-1, ywE9, 则 存在 一 个 最 小 自然 数 1, PC T B| s) 9h. B 
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fiGo)= z, Ñ| dC Gu) ,F06)) <+. iñ FC YRTSERIIS A f, Co) or RPG 
数 , 故 可 测 . X id A,= iw€0lfi(sw)7z;. Ml AL€ v, a wc0, 32s X 
wE Ay, Ji FCo B (as, JAD . 放 存 在 最 小 的 自然 数 上 ,使 


FGo) B[ s, d B| g J2. 
记 户 (w)= ry MJ f, 8 "PDC E. fo Co) FC) a T 


dfw) Co) < d d < à, 


假设 可 测 函数 107m X.k = 1, m E 23 X H RE (D) 5 (2). RAE HUGE T GR 
B far 0— X REO) S2). A= |w € Q 1 f, Gu) = z |, W) ALC or B 
V w€ 0, Iko f w€ A, ,由 条 件 (1)， 

1 


Flw) N B( zu, )> 2. 
[42:3 MEE S MINE 
F(w) f) B| zu ln B[z ai J Ø. 
定义 faril w) = z, WE 
dl fanl w), FC) < 2d 


d( fanl w), fasil ww)) < za +; < E 1: 


DA XT ANT 从 而 构造 了 满足 (1) 5 (2) 88— 9 aJ WU irj uf 33 48 OR 
UL, 838 4 — SIORIR A f. 三 即 为 所 求 .证 毕 . 

可 测 选 择 存 在 性 结果 在 可 测 集 值 映射 理论 讨论 中 是 一 个 重要 的 工具 .特别 表 
现在 如 下 可 测 性 的 特征 讨论 中 : 

定理 S.1.3(Castaing 特征 定理 ) — iR (2, 27) Jg RITU SIR, X 为 Polish 空间 ， 
Fi) py ( X) 2398808835. 则 下 列 条 件 等 价 ; 

(DF 可 测 ; 

(2) 存 在 F 的 一 列 可 测 选 择 | 1 使 得 

F(w)2lf(w)In-21,2,,-5, Vw€n 

(| 所 | 称 为 下 的 一 个 稠密 可 测 选 择 列 ): 

(3)V x € X ERRA (c F(w)):—[0,oo ESTBH SRI. 

证 明 (1) 过 (2). 设 1zi,z2,… | 为 义 的 可 数 稠密 集 ,对 自然 数 n, k ELR 
TER BT H, 1:07 pa (X): 
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(pe 1 F: 
H, alw) = M n B(n-1]). Flw) A Bine, )# g. 
FGw), 其 他 的 w. 
Fp am H, z, I Rt 为 闵 集 值 映 射 . 对 X 的 任 一 开 集 G, 有 
F,h(G)- H;1,(G). 
另 一 方面 ,有 
HG) = F[B(. 10 G]U c" (GV Ana), 
其 中 
A, = Iwe al FG B[zx 1 jeg, 
故 知 F. FION. 由 可 测 选择 定理 ,存在 Fn a ET IEE fna- 
现在 , Vu € n, VzEF(uw)，Ve>0, 取 自然 数 no ko 使 得 二 < 5, 


dla x) <A, 
Ü fin 


FG) B| = E JAA. 
而 f... D F, .4 的 可 测 选择 ,所 以 
d(f a C9) z) < 2 « S. 
ik 
ALE, f, a WIS d(z,z,) + dGz, «faa (w)) < e. 
BUD zE 1f, aun &-1,2, T. X faal w) € FCw) EAR, B F w AR, 
所 以 


Flw) = [fa (u) | nk = 1,2, t. 
(2) 汪 (3). 设 | 户 } 为 匡 的 一 个 稠密 可 测 选择 列 , Y >C XXI 
d(x,F(w)) = in£(z , f,(zo)) 
K d(z.f,Cw)) VT. x 连续 ,关于 w 可 测 .所 以 dlr, FCw))RTBU. 
(3) (1). it G AX BTE. H X TAAG 为 可 数 个 开 球 的 并 . 记 


G = Ü BG, sz), 


F'(B(z,,r,)) = {w € ñ | d(z, Fw) € rl € «, 
所 以 


F*(G) = Ü F'(B(z,,r,)) € s. 
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故 下 可 测 . 证 上 毕 . 

以 下 我 们 假设 (0 ,wy py) 为 完备 o -有 限 测 度 空间 ,有 为 Polish 空间 X 的 Borel 
o -代数 .双色 东 表 示 由 积 集 族 14xBIAEw BE 外 生成 的 -代数 . 

定理 $.1.4( 特 征 定理 ) 设 (0 ,hp) 为 完备 o -有 限 测 度 空 间 ,X 为 Polish Z 
H, F: 27 po OARE ER, BUE FAE EO: 

(1)F 可 测 ; 

(2)Graph( F) € AOF; 

(3) 对 六 的 任 一 个 Borl Æ B, F !I(B)€ Z; 

(DIT X 的 任 一 个 闭 集 C,F !(C)€ s. 

这 个 定理 的 证 明 需 要 下 述 的 引 理 和 可 测 射影 定理 ， 

引 理 5.1.5. CO, ADU WIS (EI, X, Y 为 可 分 度量 空间 , 郴 数 z: Q x X 
Y XT x 是 连续 的 ,关于 w 是 可 测 的 ( 称 这 样 的 映射 为 Carathéodory 函数 ), 则 g 
关于 w@S 是 可 测 的 . 

证 明 Elni x LAE, Yw, ENX, Yn, FERD ARE k, E 


z€ B[ zi.) EX galwr) = glwa) AR 
limga (w, z) = g(w,x). 


我 们 证 g, 关于 AOA 是 可 测 的 . 设 G A Y 的 开 集 , 则 有 
g. (G)= l(w,zx)€ NxXKXIg (wr) € Gi 


=U|iw € G gw,r) € GI x (g(a t) UB(»..1)]]. 
H g(w,z)XT w H8 
Iw € 01 glwa) € GI x (Bs )N U5[=, 1))e «93. 


所 以 g; 0G) € £098. AT g AT s#GO8 是 可 测 的 .证 毕 . 

定理 5.1.6( 可 测 射影 定理 ) WN, o£ 1) 为 完备 s -有 限 测 度 空间 ,XX 为 Pol- 
ish 空间 ,GE ww 的 9, 则 G 的 射影 

ba(G) = le € GQ | dz € X,(w,x) € Gl € < 

关于 射影 定理 的 证 明 需 要 一 些 Sudin 集 理 论 等 方面 的 专门 知识 ,这 一 结果 也 
是 经 典 的 ,详细 证 明 参 见 文献 [13j] 等 . 

定理 5.1.4 的 证 明 (1)=>(2). 由 定理 5.1.3,4 (zx,F(w)) 对 每 个 zxEX, 关 
于 ww 可 测 , 从 而 由 引 理 5.1.54d(x , F(w))3& £099 u] WIRg. RA 

Graph(F) = {(w,z) € (1x XId(x,F(w)) = 01 € x GO 3. 
(2)—(3).34 X 的 任 一 Borel 集 BE 多 ,由 射影 定理 及 
F (B) = po(Graph(F) N (Q x B)) 
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知 F !(B)€ x. 
(3)2(4) i &&. 
(4)—(1).  G 为 的 开 集 ,定义 一 列 财 集 Cr, 


C, = [z€ X 1 4(z,xN G) >t ， 
MJ G= Ü C,. B. 


FA(G)- Ü FG) € x. 
故 下 可 测 .证 毕 . 


5.1.2 可 测 映 射 的 运算 性 质 


为 叙述 方便 ,我 们 总 设 (9 , wp) 为 完备 a -ARREZ A,X, Y 都 是 Polish 
空间 , 集 值 映射 均 设 为 闭 值 映射 . 

命题 5.1.7( 连 续 性 与 可 测 性 ) 设 O 为 度量 空间 ,wf 包 合 0 的 所 有 开 集 , 若 
F:(- pX) uscl 或 lac) 映射, 则 下 可 测 . 

证 明 这 由 可 测 的 定义 和 特征 定理 及 usc 及 lec 上 映射 的 定义 和 等 价 描 述 可 知 . 

命题 5.1.8{ 闭 凸 包 可 测 人 性 ) X X Banach 空间 时 ,下 :上 -> po CX ) HT ID, HA 
凸 包 ooF ; (027 po CX ATN. 

证 明 由 Castaing 特征 定理 ,下 4E — Hs R| DU VERERU Lf. Lid Q , 为 所 有 非 
负 有 理 数 集 .又 记 


A = I.) la; € Q.. 9a, = 1,n 211. . 
i=1 
fEcoF 的 选择 函数 
X Afi (isa) € A. 


则 它们 关于 w 是 可 测 的 ,从 而 为 oF 的 向 密 可 测 选 拌 列 , 故 知 WF 可 测 . 证 毕 . 
命题 5.1.9( 并 与 交 ) 设 户 :0Q-*po( 义 ) 均 可 测 ,n=1,2,…, 则 


UCw) = Ú Fa(w) 5 Iw) = fF,(w) 


也 为 可 测 映射 . 
证 明 对 多 的 任意 开 集 G 有 


UHG) = [w € 8 | Ü (Go) D G) FG = UFG) € at 
所 以 U WW w) A 
Graph( 1) = f) Graph(F,) € £ @ 3. 
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故 工 可 测 .证 毕 . 

命题 5.1.10( 上 极限 与 下 极限 ) É EGO =p OHAN, 8 1,2, WU 

lim supF, (w) Slim inf F, (vo) 

LUE UR 
ER H3138 5.1.5 ARTERA d (x, F, w) 4 093 n TRU , Br UA, 
Ve». 

Graph(BCF,,e)) = wsz) € Q x X! d(F,(u0,x) el € G a. 
&X B(F (w) e) EEA. 


tim sun Fa (zo) = U F,Cw), 


n m= g-m 


im infF,w) = Ó, TI B(F, Cost). 
故 再 由 命题 5.1.9 知 结论 成 立 . 证 毕 . 
ME 5.1.10 表明 当 F, 的 极限 存在 时 ,也 必 蚌 可 测 的 极限 . 
定义 5,1.11 RRS G:N x X— Y 称 为 Carathéodory 陕 射 ,车 YxEX， 
ubG(w,z)U Wl, EL V wE, z >G (vo, z EA. 
命题 5.1.12 I FO p (X) RII ,G: Q x X— Y 为 Carathéodory 映射 , 则 
映射 ， 
H(w' = MT 
t arg. 
证 归 EDU F ISI RD EU, BEL S, l AATF fa 的 简单 可 测 函 数列 ， 
则 由 G XT x 的 连续 性 知 
GG, f, (Co) = limG(w, Sy (w)). 
B G(w,S, Go) BIB GO, f£ o) ) TW, BSH G ETF z 的 连续 性 ,可 知 


H(w) = Ü GG» f C). 

故 HH(w) 可 测 .证 毕 . 

特别 地 , 当 G 为 单 值 Carathéodory 函数 时 也 成 立 . 

命题 5,1.13(Carathéodory 定理 ) 设 Fi p(X), Gi 0 po CY ) TW, 
g: (1 x X7 YH Carathéodory MAA. Æ giw, Fw) Y GGo)75 22 , MRS} 

H(w) = lx € Flw)! g(sv,. x) € Gw) 

WB. EA FETMA f JE gw fCw)) € GCw). 

ER 由 引 理 了.1.5,5 E GC X) aT, Vi xs BC 2( Y), 

IGw,x) 1 glws) € Bl € HO ME). 

注意 到 
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Graph HY = Craph( F) Q {wr | ^w,glw.x)) € Graph(GM, 

E Graph( F) € KRACK), ,Graph( G) € AGA YY) ,NP Graph(H) € x 699i X ). 
所 以 H JR). H ATNA f Sk F 的 可 测 选择 , 旦 g lw, flw) EG w). UE 
HE. 

推论 5.1.14 (Filippov 和 定理) — Ut F: Q7 po (X2 uf |, g; x X Y 9 
Carathéodory M&K, 5:0 Y "TE EL WR. 

Vo € Q,h(w) € 1g w,x) x € FG), 
则 有 F 的 可 测 选 择 f, 满 足 
h(w) = glw, f(tw)). 

证 明 注意 到 HH(w)=1zEF(w)lh(w)= gU wx), 由 命题 5.1.13 可 得 
推论 . 

$588 5.1.15 XE IRE) — E X A Banach Z, F: p NTA, pE 
X * , Sci eR 

w hr af 有 (zy 加) = E (px) 

是 可 测 的 .反之 , 若 支撑 函数 可 测 且 X, FC o ARAE A F uj 38, 

证 明 设 1f| 为 下 的 一 稠密 可 省 选择 列 ,出 半 pS 入 * ,有 

a(F(z),p) = sup P fa Cw), 

Bg Cp, f£ Co) RTBEAD ol Flw), pA. 

EZWs(OFO»), p) BIB, X" n4, F Cu) AUR FEE SR, 32A] IE 
V xC€ X, wl*d(z,FU))RBIBIRI. H F(Gw) A EA (Flw), ORTF p dii 
续 的 . 设 1p,| 为 义 * 单 位 球 B* (0,1) 上 的 可 数 稠密 集 . 则 VY nl oF w), 5,03 
Tow RI, X: Fw) E z€ X, 


d(x,F(w))7 d(0, F(uw)- z) =— LR ol Cw) - z, b) 


= sup CP, z) —s(F(zo),p)) 
= sup( (Pus z) - e(F(w).5,)). 
所 以 dilz, Fiw 2n TW es CAL GS IRR. CRT C PO )n TR EE. 
命题 5,1.16(Carathéodory 表示 定理 ) — VE F: 2-7 po (R^ ), f: Q— R^ 部 可 


M, H V wCO,f(w)C€coF(w).W] FATER f, LL fL MMRR 41，…， 


»x*1 
à, 1, 1828 2, : Q7 [0, + eo), 2; Ai(w) 71, 
"P 
flw) = 24A) flw), Y w EN. 


um geU-jassas ERP o = 1 soeur 
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h:Ratly (Rnynt1 gn 为 
h(Ai, Agi Zis" Xi) = 2 Aita 
定义 可 测 映射 
Glw) = S" x CF(10))^!. 


用 Carathéodory 凸 集 表示 定理 , f (ww) € h ( G (zo )). PEE Fj Carathéodory 定理 ( 命 
Eñ 5.1.13) FE G aW CA Cw), A2 lw), An lw 有 Cw) 


fatu) Fw) 3A Qu Cu) .证 毕 . 


命题 5.1.17 Ü FiO-- po CX), f: X X— R 28 Carathéodory MZ, WJ 
函数 u: (1 = R Ul-— eo], 
vlw) = dai fosa) 
可 测 . 进 而 , 集 值 映射 ， 
H:N — po( X), 


Hlw) = [z € Flw) | f(zo,z) = B. ui 
ti up 
证 明 ile, A F fS 898 RNE. MI 
vlw) = inf f(w, g, Cw)). 
X f 28 Carathéodory 函数 ,所 以 f(w , g, Cw ) RTI At o 可 测 . 再 由 Carathéodory 
定理 (命题 5.1.13) 知 H 可 测 . 证 毕 . 
命题 5.1.18 设 Fi pX) fiD--X,p:Q— R 1 均 可 测 , 则 下 列 映 射 也 
可 测 : 
(Ljw =B(f(ze).p(z6)); 
(2) d flrw), FCw)); 
(3)H(u)= Ix€ F(zo)|d(z,f(a))= d(f(zo), FCu)1. 
且 存 在 下 的 可 测 选 择 g, 司 4(F(w),g(w))=d(fw),F{(w)). 
证 明 XX g(u,z)=d(zx,f(z)),)BU g 22 Carathéodory Pñ 3t, Pr JA 
pCu — gw , x) Carathéodory 883 , MATA 
Graph( BC flw), pGw))) = [(wo,z) | p(w) - g(w,x) 2201 € SQZ. 
故 B( f(w)  pCu) Y8TINI. 
EHE 5.1.17 ,对 函数 (mw x) P Cn, FO) ,可 得 (2)、.(3) 中 函数 可 测 . 再 
由 命题 5.1.13 可 完成 证 明 . 证 毕 . 
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5.1.3 Lebesgue 空间 中 的 切 锥 和 可 测 映 射 的 极限 


dt G2, 4, aA o ~ 有 限 测 度 空 间 , 久 为 可 分 Banach 空间 ,KK : (1— pa ( X) 
WB, LPCO, X, e) - Use X ESTIS | I le <+ ool (也 是 可 分 Banach 
空间 ). 记 

ËE=l|z€ (0 ,X,u)| HILFE (a e. )wC€ Q, rlu EK w). 

EE 5.1.19 V x Co, SECUS 

w |— Tke x Gu), 5j w > Tiu GrGw)) 
都 可 测 , 且 

Iv€ L'(Q,X,n)|Xf a. e. 0€ 0,2(w)€ TkG GG) 

CTL OTK} 

Civ€ L'(Q,X,p) Xf ae wE Nn, vlw) E Tkeow (rtw))}. 

证 明 Ub rCoeCco Q ARTO 的 有 理 数 集 ,从 切 锥 的 定义 知 

= 
Teco(z(w))= (Ker =s) 


s£Q, AENA, 


及 


a K(w)-x(w),1 
Tk (zw) Qu M aea osl h ü + T B(0,1)). 


由 可 测 映 射 保 可 列 并 的 闭 包 和 可 列 交 知 , Tre, (z(z6))5 Ty Gr Cw ) ) TIBI. 
RE vE L (O, X, p). Xf ae. wCO,v(w)€ TE (z(*o)). t R0", 
w 
a Gea (s) KG) zü), 


则 alu PT , ED] a,e. wEB, as (w)-70. 

又 因为 对 ae :w€ Q.a (u )=< ll v(Gs) ll, lvl ELCA, R, p). H 
Lebesgue 控制 收敛 定理 ,akf ww) 在 L'(O,R PRAT ORREL (A,R, y) 
为 正 值 函数 .由 命题 5.1.18 知 ,对 某 个 z CXV 

af oto), 809-509 e o) th(w), V we. 


定义 u C L'(0,X, p) o (zo) = Gu (z) 7 x Cu)) /h ,WB| o, 可 测 且 
lJ onle) ulw) | Sa, w) + hk lw). 
故 u (z6)fE L'GCO,X, p PRAF olw). ATH 
对 a.e.wEN, x(w)* hu (w)€ KC) 
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知 ,v(w)E Th(z(w)). 
又 设 v(w)E Txz(ww)), 则 存在 h,—0* o, ELE, X, y) v xz ME 
对 ae. 20€ 2 x (ww) * hao, (w)€ Kw). 
Jl o, 有 一 个 子 列 【 仍 记 为 m) KAF o. 所 以 对 a e w € D, v(w)€ 
Tic) nw) WE. 
这 一 定理 和 它 的 大 县 应 用 推动 了 相 邻 切 锥 和 可 导 集 的 研究 . 
推论 5.1.20 WE xz COLE aec wE N, K aE x(w)nI 5, Nl xk x nr 


导 , 且 
THX)=1vELIAN, X, p) fae WEN, vw)E Teig (x (rw))}. 
定理 5.1.21 WE Ki Qm p OHTA, n7 1,2, w -=supd (0, K, (w)) 


属于 LG. X, i). NU 
iz€ L(A, X, p) Di a. e. wE, x Cw) € lim infK,(w)] 


Clim inf, Clim supi, 
Cir€ L'(Q, X p) f a e. w€ Nn, z Cw) € lim supK,(w)]. 
进而 ,车 对 a.e- wE (1, Kaw ARR K , JU] 26, KATTE. 
证 朋 Wt z€ L'(0, X, n) XE ace w € D, z Cw) € lim in£K, (w). 83 
a. (w) * dGz(w), K,(w)) RTI EL a.e. KAT 0. XH aec € 0, 
a, Cw) || x C) | + supd (0, K,(w)) 


县 不 等 式 右边 属于 L'OOQR gu). SX a, YELPCO, R , y) SET 0. UE k € 
L'(0,R ,n ) 41E(B PROC, HE 5.1.18, 3 z, € K, ,使 得 


| zu) zw) ll as C) + Cu). 
从 而 对 a.e. w€ Q, 
| es Go) | <| z(u) las Cr) EG) T. 
故 z, € En TE LAC, X n) PRF 工 .所 以 z€ lim infr. 
又 设 € lim sup, , 则 存在 z, € X, 3€ L^ (0, X, p) SCT x. HI a. e. 
wEN, zy lu AAF rlw). ik zw) € lim supK, (w). WER. 
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BUA, A, pz) 为 完备 z -有 限 测度 空间 ,XX 为 可 分 Banach 空间 , F; 0->X TI. 
& lr eL, RB M pe) lau <+ oo Wak f R, BEL A,X, 
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WEIR Fw) de< el. f ARERR, PED 


AEN D Am JUI , | fi da <+ o, Big flw)dn = D =a AQ SEN f 
17 “上 j=l 


HRA. RIEF: 
TE 5.21 FELLC,X,r) 当 扎 仅 当 存 在 简单 函数 列 { 太 | 使 得 


imj | fa) = FC) | da = 0. 
此 时 im de 存在 , 称 为 了 的 积分 , 记 为 f J 
证 明 充分 性 .由 假设 ,3 No 使 得 Y n >No. 
Am 


BF Ei 
L lz la <| -Ala 
<2+| WA E due 
b. cs: 
sul 1 fa d du <+ oo. 
再 由 
ds f ifa- fla + f 1. adp 
知 


f t 
LEE dg <+ oo. 


BAM V f€ L'(0, X, p). E 所 为 收 化 于 fF 的 一 列 可 数值 可 测 函 数 
($5.1). 满 中 
| f, C90 - fG) | « T. 
ü 
fw) = DE € x, U As. = fVYnzl. 


# (2) = 334CAS 及 | 1 fla <+ mm 知 ,自然 数列 | 使得 
m = 1 


1 
EMEN < +. 


mak + m 
R 


. 122 ， 第 五 章 集 值 映射 的 可 测 狂 与 积分 


flw), w € Ú As. 
f.ow) = - 
0 wE U A, 


则 F, 为 简单 函数 列 且 有 
[AINA 
< ŁA), 1 4202) Lg 
” ” 了 2 


im 
imf Mf f l dp 0. 
又 由 此 ,可 知 io |. fde 存在 , 记 为 | fda. 再 由 p 的 可 如 性 知 , 若 还 有 简单 
EMA g, limf If- gn | dp = 0. T 
imf fdp = lim| gdy. 
放 可 称 | fd: 为 了 的 积分 , 它 与 简单 函数 列 的 选取 无 关 .证 毕 


5.2.1 集 值 映射 积分 的 定义 


d F.0O— p (X) E 
Z= ||f€ L'(Q,X,u) [X a.e.w € D, flw) € Flw). 

称 了 EZ 为 的 可 积 选 择 . 

下 ;0 一 po( 六 ) 称 为 可 积 有 界 ( 又 称 积分 有 界 ) .车 存在 非 负 西数 REL, 
R ,4) 使 得 

Xf a.e. w € Q,F(w) C k(w)B(0,1) = B(0,k(w)). 

Hi Lebesgue 控制 收敛 定理 知 F 的 任 一 个 可 测 选择 都 是 五 的 可 积 选 择 . 

定义 5.2.2(Aumann 积分 ) Ut Fi po CX) ER ÉLUS ER F 的 可 积 选 码 
的 积分 组 成 的 集合 ， 


f ras - J fap f € | 
为 下 的 积分 . 
命题 5.2.3 设 F:0>pol 站 ) 可 测 , 且 9 名, 则 存在 一 列 f CS TEV wEQ， 
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F(2a)= f.Co)ln 712,1. 

证 明 ini 为 下 的 稠密 可 测 选 择 列 , BD Yw € 0, F (zo) = 
TaCGo)|i=1,2,::1. Bh 9 D Eee F9, VEL ALUS Q IAM S CAL) +o. 对 
任意 的 2m. —1,2,7-, id 

Bim = lu € (Q | m -1=< hwl < m! fA. 
定义 fei X 28 


Sime = YB hi t Xa-B, f: 
ML EF H Ü B-0N,VwEQf 
F(w) = [fa C) Ti, mk = 1,2,0}. 

证 毕 . 

Hit 5.2.4 设 下 ,G:0 一 加 0(X) 都 可 测 , 上 且 GZ- 9 关节 ,其 中 g= 1gELICD， 
X.pu)lÀXf a.e.wC€ (1,g(v6)C€ GCw) E. Bü 

Xİ a.e. w € Q,F(w) = G(w). 

命题 5.2.5 FiQ--p, OPTRA 9B 24 NAFEA RA ELN, 

R ,p IS ace. w€ OQ, 
| Ffw) l= supll zl 1x € Flad] < &Cw) 

当 且 仅 当 |F(w)| ELI(N,R a). 

WR mf. 

命题 5.2,6 设 F,F,:0 一 po( 玉 ) 蚌 可 测 积分 有 界 闭 集 值 的 映射 ,i=1,2, 则 

1.VACR ,| AF45 = à| Fap ; 


2. J (Fi + F,)da = | Fidu + | Fadu; 


3. V p€ X”, [| Fan, p)= | (Flw), du ; 
4. | wrap = =] Pap; 
5. E Iz € | Fa, R pe x" 

(p,z) = s [| an, 


Wy7e# RE - | Fap, 就 有 


Xf ae w € Q,ip,f(w)) = c(F(Cw).p). 
证 明 1. BA. 


2. id G=F + F. BRA | cz 2 | Fia T p" ,只 须 证 
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| Gan C Em 十 E 
设 g 为 全 的 可 测 选择 ， | f,, 128 F, 的 稠密 可 测 选 择 列 ( 1 一 1 25, MJ LA. E La 1 为 
G 的 一 个 稠密 可 测 选 择 列 , 记 
Gmn w) = {ful w) + fyll ISi iSIS << ml. 


则 
limd{g(w), Gunt ww)) =0, YwE. 
由 推论 5.1.14, Gin A MEFE eu E 
l| gCuD — gaa (o) || = d(g (ww), Gm w)). 

X g. (w)€ F (z) + Flw), AT F; ARIETE PLE pL + fin = Enn- ARA 

a (| podn ,| Fide + | Fan)= 0. 
取 n, m — co BR BB. RI 

aÍ | gd f Fide T | aan ) = 0. 


故 
NT € [F pm | Fadu. 
3. Ë = € | Fdx, 则 ifc FE x = | za. vase x°, 
(i2) = (p.f fan) = | ps Pap < | (FG), nan. 
所 以 


(| Fano) f oro an. 


X p€X',k€LI!(Q,R ,nn) 为 正 值 函 数 . 记 
G(w) = [z € Flw) | (p,z)2Z2 o (F(vo),p)— k(w)l. 
e(w,r)-C0p,x) -o(F(Cw), p) - k Cw) 78 Carathéodory 函数 , 故 知 G (wo) RT BU. 
则 有 可 测 选 择 f, 也 为 F 的 可 测 选择 ,使 得 
(p, fw) oF(w), p) - klw). 
ig A,- iw€ Q1 | £C) | nl EU A, =A, limp CA) = n(0). h FAD, 
PEF, EA f.i X, 


fiw) -1 
yj REF, n=1,2,; e, H 


fiw), x € A, 
Jow), <€ GQNA,. 


55.2 和 集 们 映射 的 积分 * 25 e 
o(J Fan.) j Cof. Coa 
a . = ja "^n # 
= jus f Gode + [fo G de 


>f, a(F(w),p)dp +Í 


E noo , 则 有 


a food - NOD 


o| Fans o f nto. on. 
4. 从 3 用 分 离 定理 可 得 结论 . 
5. z€ | Fd p X' (pz) - a|] Fan 5). F e st z = | jan. 由 
3 可 知 
| (FG), p)dy = (| zt- | ps Par. 
从 而 有 
[ (oC FC) p) - (p, Fw) dy = 0. 


x c(F(w),p)Zp,fCcu)) W a.e. € Q,c( F(w).p) - Cp, f Co). 
5.2.2. 积分 的 凸 性 


AC€st ch —T ECT. A 60A) 20 EDI A 的 任 一 可 测 子 集 A 有 a CAD 70 
或 (A) = n CA) WE p RORAEIECE BO E x 不 含有 原子 .Dirac 测度 和 离散 测度 
都 不 是 非 原 子 测度 ,Lebesgue 测度 是 非 原 子 测度 .我 们 为 了 给 出 积分 上 四 性 的 证 明 ， 
需要 下 述 著名 的 Lyapunov 是 性 定理 ,这 个 定理 是 对 取 值 在 有 限 维 空间 的 非 原子 向 
量 测度 的 值 域 为 凸 集 的 陈述 ,我 们 这 里 只 需 对 积分 测度 加 以 陈述 , 略 去 证 明 . 

定理 5.2.7(Lyapunov 凸 性 定理 ) 设 x 为 非 原 子 测度 ,FE LNQO, 有 R42). 则 


zs = i| fip lA € o 
ËR" HLR. 
推论 5.2.8 Ut X 为 可 分 Banach 20, FELI, X p), p 为 非 原 子 测度 ， 
YAE id v(A)- [fan vis - 1o(A)0 AC ad Jo CoD En RR. 


定理 5,2.9( 积 分 凸 性 定理 ) 设 (0,w,p) 为 完备 o -有 限 测度 空间 ,XX 为 可 
分 Banach 空间 ,下 : 人 一 po( 义 ) 为 闭 集 值 可 测 积分 有 界 映射 ,p 为 非 康子 测度 , 则 


* 126 - 第 五 章 和 集 什 映射 的 可 测 性 与 积分 


LR X= R" 为 有 限 维 空间 , 则 | Fap 为 凸 集 ; 
2.3: X 是 无 限 维 空间 , 则 | Fa = 可 Fan 为 凸 集 ; 
3. 车 六 是 自 反 空 间 , 且 F(w) 是 闭 是 的 , 则 | Fa HAR. 
证 明 1. 设 zi,zz€ | Fdx, 则 3 f, fies 使 得 
zl = | fidusz = | an. 


vA€a ig v(A) = [| as, | foda) RE vorm so 为 有 限 非 原子 向 量 
测度 .由 Lyapunov 定理 ,知道 这 里 的 v 的 值 域 也 是 凸 的 . 故 V AC [0,1], IAES 


便 得 
v(A) = (1 —- A)v( Ø) + hv GO). 


T v(Ø) = (0,0),ə(0) = (| fide. | aw), 所 以 
(aes [ a) = v(A) = (af fidea] fan) = (Azi Àzg). 


表明 
ACANA) = C17 292,0 22222 = (], fies], fedes). 
定义 fi XS 
_ fi(w), x€ A, 
fü) = o. z€ QNA. 
W FEF, 


| g= | du + | ña =a) fidet 0 nj fada 
= ÀT + (1 一 Àz. 
B Ar + (1 一)zz € | Fay, 知 | Fap mt. 
2. 设 z, z€ | Faz ,只 需 证 Ye >0,à € [0,1], Jz € | Fav 使 
l| z—Azi;-(0-2A)zl «e 
By. Ah f, €C 2 fËë x, = | Ada, = NT 定义 测度 v: 0 X x X XS 
V A € x, 
ota) = (f fido] foda). 
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由 推论 5.2.7 知 这 里 的 v 的 值 域 的 闭 包 也 为 西 的 .又 由 
«(2) = (0,0),0(0) = (| fias] a) 
PERITA 
aA) -v2) -xo(9)|< 坪 ， 


Mae fear)- (af asa] an ) | $. 
从 而 
IE 一 af ial « > 

当然 ,我 们 也 可 取 A € x 同时 满足 
f fide - a - f a| < 5. 
定义 f= y fit Xn- fx M EF, 

IN ~ Az í — (1 — A)zz 
- |f Aidu +f fada -af fidu- 0 -| fade 
[iaa -af fitu] |], fdu- 0- Vf fodel < e. 
故 知 z= | fan 为 所 求 . 故 有 co| Fan C | Fan. BENTO] Fade C Fip. 又 相反 包 
含 关系 显然, 故 得 证 . 

3. B y. € | Fda, > y RIDE y € | Fap. 

& y € | Fap 35, € RE x, = | pda X. Lf C | LEGO) Li 
Vn, lim, || fa ll dg = 0. H X REAIX 5 X” # Radon-Nikodym 性 质 . 由 
Dunford 定理 , | f, (se) 1 2g JEDE E E, 再 由 Eberlein-Smulian 定理 ,存在 子 列 
(fa DR FELA, X, pE LA, X e) P, fa Cw) f Cw). H Mazur 
EEE Sn COBRARAN Lg, C) E LA, X p) EXEBOBCICT. fw). Ë 


Xj a.e. wE N, limg, Cw) 7 flw). 
X F(wYABI S5 d g lw) E F w). IAR ae. wE Q A fCw)€ FC), 


Bl f € Z, S lim y, = y, Bt lim x, = yy, 所 以 In "y. 从 而 y = | fän, 即 


< 
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y € | Fan. 证 毕 . 


我 们 用 可 测 峡 射 的 极限 定理 和 和 集 值 观 射 积分 的 西 性 定理 ,可 以 得 到 集 值 映 射 
积分 的 Fatou 引 理 和 Lebesgue 控制 站 狂 定 理 . 

定理 5.2.10 WO, AARE o -有 限 测度 空间 ,X 为 可 分 Banach 空间 ， 
FRA OAAR EURA, n =1,2,…. 

1,(Fatou) 若 函数 w syupd (0,F(w)) 可 积 , 则 


f „im inf F, )du C lim inf( | Fp ) 
2. 3 X 为 有 限 维 空间 ,函数 ao Hspl FC) [PERS H 
lim sup (| Fade jc | (lim supF, an. 
3.(Lebesgue) 在 2 的 假设 下 , 若 对 ae wE N, jimF,(w) 存 在 , 则 有 
lm (| Fata) | im da. 
证 明 A. | Cim intF dp it o = | fdp. f Him iot, KROA, 
则 由 定理 5.1.21 存在 f, JF, 的 可 积 选择 ,使 六 = lim fido, = | fa, Ml v = 
imun: o, € | Fa, 8 
| lim ipf D C tm int] Fd 
2. B v € lim spp| Fdo, 则 存在 子 列 f 为 F, 的 可 积 选 择 , 使 = 
lim] f.p. sm EF, Cu) | 可 积 ,可 知 fa, 积分 有 界 .由 Dunford-Petis 定 理 } | 
有 子 列 仍 记 为 { 户 | BBF f, 这 个 f 38 F, 的 可 浏 选择 的 列 弱 上 极限 ,由 集 什 喘 
射 收 伊 定理 , fw) € co(lim supF, Cw)) Xf a. e. w € ORA. 由 积分 呈 性 定理 知 : 


v= | far € |. co(lim supF,) dp - [im supF dy. 
3. id F=limF,, HI F = lim infF, = lim supF, . f 
[Fano | Cim intF Yd C lim int[ Fude )C tim sao (| Fan) 
C | im supF,) ap - | Fax. 
证 毕 . 
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5.2.3 Pettis 积分 与 Debreu 积分 


在 本 小 节 我 们 介绍 集 值 映射 的 另外 两 种 积分 . 
€L'(Q,R ,u)Wfk f S8RIIR EVACS, 3z C X, V p€ X*# 


(P, xA) = JG fon. 
则 FERH Pettis 可 积 , ra 称 为 了 在 4 上 的 Pettis 积分 , 记 为 
za = QJ fan. 


显然 , 当 了 可 积 时 ,必定 Pettis TER, HARES. 当 为 不 包含 co 空间 的 
拷贝 时 ,f RERA, W Pettis TER. 
定义 5.2.12 UE X ATA Banach ZARA co Z3TRIEE DL, F:N po (X) . PR 
数 fio X OMS F 的 弱 可 积 选 择 , 若 对 a.e,wEN,f(w)EF(w), 且 了 是 Pettis 
可 积 的 . 记 
Fa = [F0 — X | f HF BATRA]. 
E 32.7: ,WJSk F Æ Pettis-Aumann 可 积 的 . V AC o£, E V. 


(w)f Fap = Co» fas If € Z, 
TOS F BU Pettis-Aumsnn 积分 . 
F 称 为 弱 可 积 有 界 , 若 YY p € X * ,函数 
| (p, Flw) |= supll (psz) Il z € F(w)i 
可 积 . 
量 然 , 当 F SSnDEUR FEM LE Pettis-Aumann 可 积 的 .已 可 积 时 也 必 Pettis- 
Aumann 38 , H V A € sf, 
| Fap C Go). Fap. 
仿 命题 5.2.5(3) PERT R: 
命题 5.2.13 UE gw O.MIVpPCX', 
oCw)] Fan 9) = | s(F(0), pydp. 
仿 定 理 5.2.8 的 证 明 可 得 
命题 5.2.14 设 X" 可 分 ,x AEICEWUE AAD M G) | Fa 的 弱 闭 包 
E X 的 凸 集 . 
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现在 介绍 Debreu 积分 

设 GLX) 为 XX 的 紧 西 集 作 成 的 族 , 由 Radstrom 定理 ,存在 一 个 Banach 空间 五 
和 映射 :0(X)->E WEE V A,BC C(X), 

(21 06) 27D Il 2 DCA, B); 

(2))(A3 B) 2 JA) * JCB); 

(3 (AA) 2 AJCAY(AZ20); 

(4))CCCX0)) - JCCCX D SE. 

B F:OQ-#C(X).# Je F: 7E 是 可 积 的 , 则 必 有 


Ja « Fdp € J(C(X)). 


EX 5.2.15 Fil--CCX SR Debreu 可 积 , 若 J F: Q9 E 可 积 . 记 下 的 
Debreu 积分 为 


(D) | Fak = (ly 。 Fd J. 
命题 5.2.16 六 下 :0 一 CC(X)Debreu 可 积 , 则 必 Aumann 可 积 , 且 
(D )| Fan = J Fap. 


85.3 集 值 测度 


集 值 测 度 是 受 集 值 积分 理论 的 发 展 而 产生 和 发 展 的 ,并 在 经 济 学 ,控制 论 ,最 
优化 、. 非 光滑 分 析 以 及 统计 学 等 众多 领域 有 很 多 应 用 .本 节 主 要 介绍 集 值 测度 方面 
的 一 些 主要 结论 . 

i X HE Banach 空间 ,如 WIEZE, AH (Q 的 a CIF of po (X) 790084 
映射 


5.3.1 集 值 测度 的 概念 和 基本 性 质 


定义 5.3.1 1] .Fr>po(X) 称 为 .上 的 一 个 有 限 可 加 测度 ,是 指 : 

(1)F(@)=10][; 

(2) V Aj, A;€ X, A NA = Ø F(A,/UA,))= F(ADU F(A;). 

2.F:wrpol(XX) 称 为 .x 上 的 一 个 (可 数 可 加 ) 测 度 , 是 措 下 是 有 限 可 加 的 , 且 
HHE: 

(3) 对 «I EE—PUPRTIR TABASTUR A, ,有 


F(ÜA,)= |z € X! Yn, Ja, € FLA AE n, 无 条 件 收敛 于 z| 
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= FG). 


3. F is pa X)8F2 ət LARAI EHE 4S V p€ X" , a (F(A), p) 
为 wx 上 的 一 个 实 值 洲 度 . 
4. Fist bo( X FRA 2S dedi frTE C>0, 使 得 
VA € s, 1F(A) I7 supll zl !1 x € FCA)I < C. 
5. F: po CX 58208 CHIC Jt ) DEBE ,是 指 下 是 有 限 可 加 的 , 旦 满足 ; 


(3 ) 对 x% 的 任 -… 列 互 不 相交 元 素 1A l, > F(A,) ERIKA, B V >, € 


FA, 31 =, 是 无 条 件 收 伍 级 数 . 


n-Í 
5588 5.3.2. 设 Fix*po(X) 为 轮 紧 凸 集 值 有 界 可 数 本 加 测度 , 则 F 是 强 可 
加 的 . 
命 厌 5.3.3 B 下 :szpo(X) 为 弱 紧 目 集 值 有 界 映射 , 则 F 可 数 可 加 当 且 仅 
EFE C 
定义 5.3.4 É F: p (X RERA Bl WD uU HE in | F|: R H: 
VAC Z, 


(FCD = sol 31 ECAD 1| lí Ant H A BAM 2.11. 


GE [Fi CO) + oo, BUR F 具有 有 界 变 差 

(DEFE A BOAHIE LA, HL BS| FICA) X 99, 71,2, RIP F RU o 
Nau. 

最 然 , 当 下 可 数 可 加 有 界 时 ,| 下 | 为 x 上 的 一 个 正 测度 . 

对 AC, FCA) 0], Zt A 的 任 一 可 测 子 集 B ,或 FF(B)=10| ,或 F(A 
B) = {0}, WF A 为 一 个 原子 .者 下 没有 原子 , 则 称 F 为 非 原子 测度 ,EY 的 一 
个 双 积 结构 是 一 族 满足 如 下 条 件 的 可 测 集 族 ; 

1A (&1,£2,*7,€)16; 70,1, 21,2,:]: 

A(0UA(GD)-7A,ACe 7e, 0 UA(er,, i)— A(81.. 6), 

AMAA =Ø, Alenen 0) 1 A(e 6,1) 7 2. 

$E 5.3.5. UE X FUÉ. Radon-Nikodym ,性质 (RNP)( 即 对 每 个 a 有 限 测 度 空 
间 (0, 久 ,2) ,每 个 有 界 变 差 u -绝对 连续 的 函数 G LOI X HE g € L'OO X p) 


BB Y EC, GE) = | gdu. Prt*po(X) 是 非 原子 可 数 可 加 具有 有 界 变 差 的 


NE, NI V AC a, FLAIR. 
证 明 HEX A= 0 加 以 证 明 . 记 y= |F|, 则 jp AARNE, B. 2 非 原子 ， 
所 以 存在 Q WIDE LA Ces ne) AE 
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BCA Ce ,77.6,)) = 2 te( Q). 

现在 设 x1,.x;€ F(0),a € (0,1). MER z (ey, 7,6) & zolels ez), 

e 70,1, & 71,2, m C6 ep) EFLA CE n (0 rz) x, 
ajke 64,0) + ze, 6.1) = xus 6), = 1,2. 
i AC uie ) ERN o -ERA ie EX m; i677 X43 71,2) 
m;(ACe1, 77,642) = lette). 

Bi dl m;CAC e) p CACGa n n) 5 m; 可 六 张 成 场 上 的 向 量 值 测度 ， 
且 是 p 连续 具有 有 界 变 差 的 .由 RNP, 存 在 可 积 阔 数 万, 疡 :0G->X E Y A C o6, 


m; (A) = | fde. WH BU Eu (mi, ma) 的 值 域 闭 包 是 凸 的 . Ye >0, 由 
(m (@),m;(@))=(0,0),(mi((),m>(0))= (zi, zx), MEE A € oi fi. | 


az, - mj (A) "| < AK A 可 在 双 积 结构 中 选择 , 故 
mi(À) * m (GN A) € F(A) TF(NN\ A) = F(0), 
a 
laxi + (1— &)z2 7 mi(A) 7 my(GQN A1 
= lar. — m (A) ll + FL ary- m AJl < e. 
T ar, */1—-a)z,€ F(0). F (O JE). ute, 
$8 S.3.6 设 近 具有 RNP,E:M>pbo(X) 为 非 原子 可 数 可 加 具有 o ARE 
AWE, Mj V AC or, FAJE. 
命题 5.3,7 UE Fic po (X) APR FL RAN EE] PI 35 nT Jn BE Deo F 
也 可 数 可 加 ， 
证 明 设 14, 为 互 不 相交 可 测 集 列 ,出 由 下 可 数 可 加 且 取 弱 紧 值得 
a(F( JA) p)= DalF(As), p) V p € X. 


=1 


^ 
ooF (DAs),p)= De GoF(A p). Vp € X°. 


n=l 


所 以 知 coF RASE B8 , HRR 5.3.3 知 coF 可 数 可 加 .证 毕 . 
5.3.2 和 集 值 测度 的 测度 选择 
定义 5.3.8 设 下 :rpol( 下 ) 为 可 数 可 加 测度 ,了 ;st-> 芭 为 单 值 向 量 演 度 . 若 


YAEA. F(A)EF(A) ,MN 称 了 为 所 的 一 个 测度 选择 ,简称 选择 
设 BCX,xEB, 若 jpEX* 合 得 YyE€B\ [xi 有 
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(pir) > (p,y), 

则 称 x 为 B 的 一 个 暴露 点 . 

命题 5.3.9 没 F.wrpo(X) 为 弱 紧 品 值 可 数 可 四 测度 ,zx 9 F ( Q SEE 
点 , 则 已 有 一 个 选 绎 .使 =ar 

证 月 设 户 EX 满足 站 EDD)A zi Op, 2260,20. BHVAC x, 
F(Q)- F(A) * FLANA) KTE u.€ F(A),v€ F(QN A). fi r=u- x. X 
(puu)tip.uv) m (px) pw) t (pov), Vu € F(A) Vul, lit (pu? 
(pu, WA u Hd FCA)RSSRRE A. idu uCA, p) WERSI Fi X, flA) 
=ulA, p), HVAC€u,o(FCA), p) - CB, CAD) ,这 表明 了 为 单 值 向 量 值 测度 ， 
故 了 为 F 的 选择 . 


RLA, :为 互 不 相交 可 而 集 列 , 因 FCU A。)( = ÈPAD De ERR h 
命题 5.3.2， Dea. ) 无 条 件 收敛 ， 从 而 知 (A, ) 无 条 件 收 笋 于 F( Ü An) 中 
的 点 .又 注意 到 

a( ÈA) e) 


30. KA) = X'e(F(A, ),p) = «(3 FG, ),p) 


= olF(UA).p)= (pA DAD. 
B SDA) € F( 以 A) .由 于 存在 唯一 的 yE F( Ü A,) 使 
(py)》 = a(F(Ü A,),p), 
H DACA) = F ÜA). 故 了 可 数 可 加 ,是 有 CO) = z Es. 


定理 5.3.10(Artstein 选择 定理 ) 设 下 ;wf p (X) E h SE EH Aa #k'uf 
Ad BE gu] V A € x, V x€ PCA), F HXERE f S FCA) 9. 

证 明 不 失 一 般 性 , 仅 对 A =n 证 明成 立 , A FOOL SR fE kk H Amir- 
Lindenstrauss 定理 ( 见 [113])F(N) 为 其 暴露 点 的 闭 出 包 . 记 Q 为 F(0) 的 暴露 点 


集 , 则 Yz € F(0), Ve >0, 3x€ Q.a 50, jl n, Ys = 1, 
|z - È arl < e. E4881 5.3.9, F AAEN E (0) z.j=s l, n. E 
fit-X f(A)= sf A VA < 则 为 F RAE M lO) -a li <e, 
Be-Lc12, REF AIER JL E l aC) — x | 0. 
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miu || = 【| F(A4) 为 F(A) 带 弱 拓扑 的 苇 积 空间 , 则 工 ] 关于 线 积 拓扑 是 
AE d 
紧 的 , 从 而 列 |[] CAO] 8 e acm», 仍 记 为 ITL A]. 记 其 极限 为 
AE 7 AE: 
I! foala) € |[ Ami CA £4 (A) € EIA), H fs (0) = z, RAE f. 


测度 ， 
LA, | 为 一 列 互 不 相交 可 测 集 , 则 YY 6€ X 8 


> |eCFCA,), p) | <+ eo, 
Ve»0. pc X* R n>0, 使 

于 |*(F(AD) ,| < 
Hl V nno, ü 


Io AC Ad- Daa] 


- [e Zra) 
< X (jano |+ |s(F(A). - p), 
<e 
服 k, ME 
Kos AQ -P ESADE e. 
由 >0 的 任意 性 知 


X< (A) 5. DAs). 


由 Orlicz-Pettis E38, 93 fo CA) EAREPICOUT fo CU As) -H F< 为 向 量 测度 , 且 
fu (0) = Zx. 证 毕 . 


5.3.3 ”表示 定理 与 Radon-Nikodym 性 质 


集 值 测度 的 选择 存在 ,对 研究 集 值 测度 提供 了 有 力 的 工具 ,本 小 节 给 出 集 值 测 
度 的 表示 定理 和 Radon-Nikodym 性 质 . 

定理 $.3.11( 表 示 定 理 ) 设 F:s 一 加 (X) 为 有 界 闭 凸 集 值 可 数 可 加 测度 ,和 
为 可 分 自 反 Banach 空间 , 则 下 有 一 列 选择 {所 | 使 得 
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F(A) =co[A(A)1 £ 2 1,2,--1. VA € x. 

证 明 ”因为 F(G) 有 界 闭 凸 ,由 和 B 5S1F(0)55 S 5 , 故 为 其 所 有 暴露 点 的 
Bini. 又 Xx up UR PURSE Elf FC) = co| xx 上 由 命题 5.3.9 RE 
理 5.3.10( 选 择 定理 ) ,对 每 个 z, TE F AR F, fE 600) 7 x XLV AC uid 
H(A) col CA) ,W HCAYCF(A), HUAN A)CF(GN A). BELA 

F(Q) = H(Q)C H(A) + H(Q N A) 
C F(A) * F(QXV A) 
= F(N). 
ABE H(A)+H(GNA)=F(A)+ F( N 及), 由 分 离 定 理 , 容 易 得 到 下 (A)= 
HICA) =œ] flA) WEP. 

现在 设 X 可 分 自 反 Banach 空间 , f g: £ X 为 向 量 测 度 , 若 YA,BE Z, 
Añ B=Z2,# /(A)=g(A),f(B)=g(B)& dc 20 B8 /(A) - g( A)  cCFCA) 
- f(B)) WER f fg 等 比率 . 

3E | fL AA X 的 一 致 有 界 两 两 等 比率 的 测度 , 则 

F(A) = cl CAM, VA € sl 
为 有 界 闭 凸 集 值 测度 ， 

# wy 到 XX 的 一 列 向 量 测度 | 有 1 具有 一 致 有 界 变 差 ,车 3 M>0, 使 得 对 0 的 

任意 有 限 -分 解 1A1,… A A 


S supl fI (AD <M, 
i=1 * 
HIID f, 的 变 差 测度 
若 集 值 测度 F: p9(X) ,存在 可 积 函数 G: nn 一 pal 多) 使 Y AC uw, FILA) 
= | Gas ; 则 称 G 为 下 的 Radon-Nikodym 导数 . 
定理 5,3,12(Radon-Nikodym 定理 ) — UE E£,1 — JA, sA X. 两 两 等 比率 ， 
p -连续 具有 一 致 有 界 变 差 的 向 量 测度 ,下 ;sf>XX 定义 为 
F(A) = ol f. (A) IE 2 1,2,--], VA € s, 
# X EJA Ë Banach 空间 , 则 f, 有 Radon-Nikodym 导数 g, , id 
G(w) = co|g (x) I k = 1;2 Ll, Vw € ñ. 
W| V A € Z, 


F(A) = | GC ag. 


Hl G Xj F 的 Radon-Nikodym 导数 . 
证 明 由 | 反 | 具 有 一 致 有 异 变 差 知 ,下 具有 有 界 变 差 .又 G 可 测 显然 . 现在 证 
G 是 积分 有 界 的 , 即 | Gtw) | = sup l elw) || 可 积 .其 实 
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tw € AllGw)l = œ} =ñ Ulwe allge l> nl. 
若 
p(Ñ Ulw € Allel) nt)= a > 0, 

Wi V n, 

"QUE € allalla 71}!) a. 
ig E,- lwe 0l Fa. Go) | 2n] Efn = En Ek = En \ UEs RULES c BIN 
互 不 相交 , 且 

UEL =Uiw € nl|g(wl> zl. 


XH 
LAC) = [, 1e Colas. 
所 以 
D LA (Eh) = > | p lol dp > n Yy aC > e. 
但 是 


X AGI < 3 spl fl (Eh), 


从 而 得 到 -一 个 矛盾 . it «(19€ GG)! =œ})=0. 
ii 
Po = (we allG(w)| <+ t. Vm 21,832 q,:0—R, 


1 
m, w € (1N (b. 
Gimn = iw E Q | (elw) |E galw), Gin = Gims 
Gin = Gin X UG: 
MU Gu = 0, BIGZLAIT-U O MA at IHR X 
Y AI Gao >| . os Coa 
= | CGC- Ede + mp 09) 


= | 09021- Ape 
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ka | 1G(w)| du <+ .注意 到 YA € <, | Gap Ain. 故 
LAGU = 1,2,--1 C | Gas WW FCA) C | Gap. 


反之 , 设 S=|glg= 12g, o; 之 0 为 有 理 数 , = lyen 9] & =1,n 之 1 , 则 
5=1 ji 


Xl a.e.w€ (1,48 
G(w) = [eleg € Si. 
现 对 G MIE— BORSE, Ve» 0,TEXE A 的 E -分解 1A Ah IR g1,…， 


gest |A- Ère du < e E 


g = 2 oif; ag > 0, 2 ay = 1, = l,',k) 


Wj v AC, 
|J e- p nan] 
= | | J- > | E 
<fr- DIT < E. 
X 
x af (A NA) € XX QA) = RA (1 A) = F(A), 
# | fa € F(A). 所 以 | Gdy C FCA). eR 


F(A) = | Gdp = | olg |i = 1,2, dg. 
证 毕 . 
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本 章 的 主要 目的 是 对 近 些 年 发 展 起 来 的 模糊 集 值 分 析 作 一 初步 介绍 . 自从 
1965 年 工 .A. 扎 德 (L.A. Zadeh) 发 表 了 模糊 集 的 开创 性 论文 以 来 ,模糊 数学 的 理 
论 研究 与 应 用 获得 了 迅速 发 展 ,目前 已 成 为 现代 数学 的 一 个 具有 广泛 应 用 的 学 科 
领域 .模糊 分 析 学 是 其 中 一 个 重要 的 学 科 方 向 ,文献 模糊 分 析 学 基础 站 吴 从 煌 、 马 
明 著 ) 的 出 版 ,标志 着 这 一 学 科 的 理论 体系 已 基本 形成 . 模糊 数学 以 模糊 集 为 基本 
研究 对 象 ,而 实数 集 R 上 的 模糊 数 一 一 一 类 特殊 的 模糊 集 是 模糊 分 析 学 的 基础 之 
一 .自从 模糊 数 的 概念 提出 以 后 ,人 们 便 研 究 了 基于 模糊 数 的 微 积分 问题 ,有 关 集 
值 映射 的 可 测 性 ,可 积 性 、 可 微 性 等 概念 也 先后 推广 到 模糊 集 值 映射 一 一 取 值 于 模 
糊 数 的 函数 ,从 而 形成 了 模糊 集 值 分 析 的 基本 内 容 . 在 这 一 章 里 ,首先 介绍 模糊 集 
论 .模糊 代数 的 一 些 基 本 内 容 ,其 次 对 模糊 数 及 其 霸 人 到 某 个 Banach 空间 等 加 以 
介绍 ,在 此 基础 上 将 模糊 集 值 映射 与 取 值 Banach 空间 的 抽象 函数 联系 起 来 ,从 而 
展开 对 模糊 集 值 分 析 的 讨论 . 


$6.1 预备 知识 
本 节 从 模糊 集 值 分 析 需 要 的 角度 出 发 ,简单 介绍 模糊 集 论 等 基本 内 容 . 


6.1.1 模糊 集 论 简介 


定义 6.1.1 所 谓 给 定论 域 ( 非 空 集 ) U 上 的 一 个 模糊 子 集 4 ,是 指 对 任何 
z€U,3pAG)€[0,1]5 x 对 应 ,并 且 称 ma(z) 为 工 属于 模糊 子 集 4 的 隶属 程 
度 , 也 即 模糊 子 集 A 指 的 是 映射 wa :U-[0,1], x Pa Cx RIER pa 为 A 的 
隶属 函数 , 简 记 pa(z) 为 4&(z), 在 不 致 引起 误解 情况 下 ,对 模糊 子 集 A 与 它 的 隶 
属 函 数 A(z) 不 加 区 别 , 同 时 模糊 子 集 简称 为 模糊 集 . 

显然 , 当 A(z) 只 取 10,1} 两 值 时 ,就 为 通常 的 特征 沙 数 , 即 分 明子 和 集 ( 通 常 子 
集 ) 为 模糊 子 集 的 特例 . 

UU 上 的 所 有 模 糊 子 集 的 全 体 构 成 的 集 族 记 为 KU). 

定义 6.1.2 UA, BEHU). V x C Ui A(Gx)SB(x), lf B & A, 
记 为 BOA ACB. AC B,BC.A 同时 成 立时 ,又 称 A.B 相等 , 记 为 A=B， 
BlvV C U,A(x)- B(x). 
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定义 6.1.3 WE A;CSQ(U)GI€ I). MIA ehi UA, RISE QA, 分 别 由 下 
式 定 义 ， 
(WAi) (x) = supAi(z),z € U, 
(AG) = infA,(z),z € U. 
特别 当 工 为 有 限 集 时 ,了 = 11,2. nl, 


(UAG) - max Az), € U, 


(LAG) = min Aix). x € U. 
EX 6.1.4 HACHAU) SEX A 的 补 集 A' 为 
A'(x)-21- A(z),z € U. 
由 上 述 诸 定义 可 直接 验证 模糊 集 的 如 下 性 质 ; 
定义 6.1.5 (KHU), U, N. ONE TER: 
(1)AUA- A, ANASA; 
(2AUB-BUA,AnIB- BflA; 
(3(AUB)UC- AU(CBUC), 
(AQ B)'Y1C-S ADGC) 
(4)(AUB)T'1A- ACAD B)UA- A. 
上 述 四 个 性 质 表 明 CU) 358. 
(SMAUBINC= (ANCIU( BNC), 
(ANB}UC=(AUCIN(BUO):; 
(ANU=A,ANMYG= 2, 
AUU-U,AUG-A; 
(XA =A; 
(S(AUBY -A'TB',(AC B) = AUB. 
定义 6.1.6 di AC3(U8SE A(x)7AD0, V yC U, yx, ACy) 20, I 
称 4 为 模糊 点 , 记 为 x, ,点 z 称 为 x 的 承 点 ,X 称 为 zx 的 高 度 , 用 UU* 表 示 U 上 
所 有 模糊 点 之 集 . 
显然 ,模糊 点 是 特殊 的 模糊 集 , 所 以 当 zCB, 即 也 (z) 之 1 时 ,我 们 称 z, JR 
FB, RWX z, C B. 
定义 6.1.7 WE x CU',ACS(U). A(z=)+ ADAE z, EFA WA 


z € A. 
定理 6.1.8 设 ; Ailiez 为 可 上 的 一 族 模 糊 集 ,由 z € UA; SARHAET 
使 得 z € A,. 
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证 明 E3i€ I ffz € A, Jl Aix) 21—- A, Asup A, Cz) 21— A, BU 
nE UA. 2L n € U Ac BlsupA Ga) 217 A, HB C LE AL (2) 17A, 


所 以 z € A, .证 毕 . 

模糊 点 与 模糊 集 之 间 的 属于 和 重 于 关系 都 是 通常 分 明 点 与 集 属于 关系 的 推 
广 ,但 定理 1.1.8 和 仅 对 重 于 成 立 . 

定义 6.1.9 UE AC€Z(U),r€[0,1]. id[ Al -Íiz€ ULACEOo ro CA) 
= |zEU|IA(z)>r| ,分 别称 为 A 的 > ARE r 制 集 , 又 称 co(4) 为 4 的 支 集 
或 承 集 ,也 记 为 suppA. 

我 们 利用 > 割 集 和 强 > 30] 58 ,将 模糊 集 转 化 为 分 明 集 来 研究 , 记 n" ARRA 
数 为 常 值 函数 > 的 模糊 集 . 我 们 有 如 下 分 解 定理 ， 

定理 6.1.10( 分 解 定理 ) RACKU) I 

A = A NAI) = AH 1e, CAD. 
证 明 ” 仅 证 第 一 等 式 .YzE ID, 有 
CH NLAJ) 


=[( Uu 0 NAIDU CM, CI ATAID a) 


r€ [0ZAC2)1 
H4 C CACz) , 1MBE, z&[AT BR 
Cau" nLAIO)(22 € U G" NTAJ) 


zE[0;A(x)] 
= eb 
= A(z). 
于 是 知 A= V (C DLAT. HEB. 
对 > 割 集 和 强 * 制 集 还 有 如 下 性 质 : 
定理 6.1.11 Xt A, BEKU) W 
Q)LAUBTY 2 [AT ULBY LA BY - LAT"YEB]' ; 
(225, CAUB) * e,CAJUs, (B), o, CACTB) — e, CAMP o CB); 
Gs (YA) = Us CAD 
eL DAT = DIAT. 
接 下 来 我 们 讨论 模糊 集 之 间 映 射 的 概念 .首先 有 如 下 扩张 原理 . 
定义 6,1.12( 护 张 原理 ) — UE f:X-— Y 为 点 映射 , 则 可 如 下 定义 集 映 射 : 
f:9(X) — 9( Y) E f 1.90 Y) > AX). 
fax) = 1 Eh t fU 
0, y € YN f(X). 
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f (B)(z=) = B(f(z)),z € X. 
对 以 上 定义 中 定义 的 映射 ,有 如 下 性 质 : 
定理 6.1.13 HE P: XY, A,BC3SCX), M 
(1)f(A) » ZOGA- 9, 
(2) 若 ACB,Wl fLAC7(B); 
(»f(UAD) = UfCAO: 
WARANQA. 
证 明 MEGLE y€ fCX), RI 
Ff CUAQG)- sup (YAN) = sup suA,(x) 
= sup ERAL) = supf CA Cy) = (YFA). 
É yE YVfOO.BIVi€I,f(A0(0270.H £(UA)0)) 20, BrUI 
(UftA))( = FVA y). 
综 上 所 述 ,(3) 得 证 .证 毕 . 
定理 6.1.14 1E F:X-—Y,.,A,B,B,C3(Y)(:€ J) Ml 
(1)F 1(@)=@Z ,B:53 FIBI BAHA B= GZ; 
(2:8 BCA, M £ 1(B)C £ (AD; 
(2f '(UB)- Uf (B5: 
(0f (NB)= Of (G0: 
(SQ (Gy'-f' (a). 
证 明 ”由 定义 易 得 ,从 略 ， 
定理 6.1.15 UE f:X-Y,ACAX),BERY), 
(DF 1(GCGA)2A; 
(2)F(f 1(B))CB. 
WER JU. 
定理 6.1.16 设 f2X=-Y,AC32(—5X),rEC[0,1], li 
(1)f(o, CA) — o, CFCAD 
(2)f(LAJOCLFCGAT.. 
证 明 JAN. 


6.1.2. 模糊 代数 初步 


在 这 一 小 节 里 主要 介绍 在 论 域 为 线性 空间 时 ,其 模糊 子 集 作成 模糊 线性 空间 
等 有 关 概念 和 性 质 . 首先 由 扩张 原理 可 得 如 下 结论: 
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定理 6.1.17 设 久 为 实数 域 中 上 的 线性 空间 ,f:XxX->X,g:R x XX 
分 别 是 于 上 的 加 法 和 数 乘 映射 , 则 YA ,了 BE 天 人) ,VEE 玉 有 
F(AxB)z)=(4+B)z) = Sup min(A(s),B(z)), V z € X, 


A(z/k),k Z 0, 
g(k x A)(z) = (kA)(=) = m Zi z = 0, 
0, x36, 


特别 对 A = x, Bm y, Hn ym (z+ yeiai Er = Rr). 

这 个 定理 定义 了 39 rnit me 5 de , ARMATA: 

4EX 6.1.18. iE X JgfRTEZIR, AC CX) 3E V A€ [0,1], AA - (17 2)A 
CA, MR A 为 凸 模糊 集 . 若 Ym ,n€ R ,# mA + nACA lk A 为 模糊 线性 子 
空间 . 

定理 6.1.19 设 环 为 线性 空间 ,AE 级 X), 则 下 列 条 件 等 价 

(1)4 是 凸 模糊 集 ; 

Q)A(CAz * (1-A4)y)>min(A(z),A(y)), V x, € X, VACT0,1]: 

(3) V r€(0,1],LAT" jum, 

(4) V r€ [0,11], 5, A)ISI HDI; 

(5) V zx, 4€ A, VAC€ [0,1] 9A Atat (17 A) yg € A. 


(6)V x, aCA, YAC[0,1],2578 Az, + (1- A)5€ A. 
证 明 (1)>(2). HEM 6.1.17, VA 0, DE 
Alax + (1 — 2)3)2 QA + (1 — AJA)(àz + (1 — À)>) 
= Q5 y S, IBin(AA (s) ,1 — 4A)A(z)) 


> min(AA(Ar),(1 — A)A((1 — 4)y)) 
= min( A(z),ACy)), 
25,8 A =0,JM A(Az + (I —A)y)=  AC)Zmin( AC), AC). PEZ 
À-1,4 A(Ax t (12 A) y) Zmin(ACz) , ACy)).&t E(1)-9(2). 
(222 (3). Æ x , y€ LAV, I Alr) Er, ACy)ZEr,BIEAVAC[O,1], 
A(Ar + (1 - A93) > min(A(x), ACy)) >r, 
HI az 0-2 »€[A]' BLA] AOR. 
(3)2 (4). z,y€ o, CA), AC) S r, AC) r. e 04 
Alz) >rt+te, Aly) >r+e, 
WÄ z, € [A] **.H[AT e RAT 
Ar t (1-A)y € [Al**, VA € [0,1] 
成 立 , 所 以 
Alz +(1-24)y)ZZ r +£ > r, 
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即 
Mz + (17 A)y € s (A), 
BI =, (ANAGR. 
(4)y>(5).# z,,y| € A , WAEA 0 << min(a, 8), RC r, 7 min( e, B) — 
e>0, A z,y€ o, CA) FE (4) 0 V A€ [0,1], 4$ Az * (12 2)y€ s, CA), BJ 
A(Àx + (1 — A);y) > r, = min(a,f) — c. 
从 而 知 
Ax + (1 — A)y) = min(a, f), 
即 
Az, + (1 — A)yg = (ax + (1 — Aya, € A. 


(5) (6). x, CA, W A(z)>1-a,A(y)>1- B, Wi 
A(z) »1- max(a, B), ACy) > 1 — max(a, B). 


取 e>0 使 
Alz) > 1 -—max(e,B) + €,ACy) Z1 — max(a, B) +E， 
则 
Zi-mm(o,8)4e E A, Yi-mxla, pjt € A. 
所 以 
YaAE[0I],(iz+(L-A)y) aepte € A, 
即 


Alaz + (1 — 1)y) 2 1 — max(a , B) + z > 1 — max(a , B) , 
亦 即 


(Az  (0— A95 ueste. € A. 
(6) (1).34 A20 EE 1 HJ, H AA +(1— AJACA. VAC (0,1), V z€ X HH 
(AA + (1 — A)A)(z)= sup min(4A (x=), (1 ~ A)A(ys)) 


| min( A(s),A(2)). 


一 su 
Ast (1- 491 
另外 , 当 各 + (1-4)t=z 时 ,因为 Ve>0,s1 a Aaa € AST 
是 由 (6) 知 


(As + (1 — A) Onati- AG) es 1-AG)+8) € A. 
即 
Alz) »1- (1-— mn(A(s), ACOD + g) = min(A(s), A(t))— e. 
H e BEEXEHEAI A zemin l Als), AC) PAOA T (1 A)A)( 2A Cz) , BI 
A BURME, WH. 
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同样 ,对 模糊 线性 子 空间 也 有 类 似 的 结论 , 且 由 上 述 结论 可 知 , 当 A 是 分 明子 
集 时 ,这 里 是 及 线性 子 空间 的 定义 与 分 明 的 情形 一 致 . 

定理 6.1.20 X X, Y 为 线性 空间 , f: X— Y 为 线性 映射 , 则 YA,BE 
S(X),RC R ,有 

(1)fCA * B) - f(A) * f(B); 

(Q2) (kA) 7 kf(A). 

证 明 HEXER, M. 

推论 6.1.21 HE X, Y 为 线性 空间 , f; X— Y 为 线性 映射 ,车 A AX 中 的 凸 
模糊 集 , 则 (A) 为 Y 中 的 凸 模糊 集 . 

4EX 6.1.22. 设 A 为 线性 空间 X 中 的 模糊 集 , 则 称 包 含 A 的 最 小 凸 模糊 集 
为 A 的 凸 包 , 记 为 col A). 

定理 6.1.23 Ut A 为 线性 空间 XX 中 的 模糊 集 , 则 A 的 凸 包 存 在 且 

co(A) =U {MA te T LA l 20,111 + + X, = 1, 
i= 1.7.2, = 1,2,:-.l. 

证 骨 由 定义 直接 验证 ,从 略 . 

关于 模糊 点 的 代数 运算 最 早 是 作者 于 1979 年 引进 ,并 于 20 世纪 80 年 代 中 期 
系统 研究 ,本 节 有 关 部 分 内 容 就 取 自 于 作者 这 一 时 期 的 研究 论文 . 


$6.2 # mW E 


本 节 介 绍 实数 集 尽 上 的 特殊 模糊 集 一 模糊 数 , 它 是 实数 和 区 间 数 概念 的 扒 
广 , 是 模糊 集 值 分 析 的 基础 .在 这 一 节 里 主要 介绍 模糊 数 的 区 间 数 族 表示 和 函数 族 
表示 以 及 基于 区 间 分 析 法 和 集 值 分 析 理 论 的 模糊 数 空间 的 拓扑 结构 ,给 出 模糊 数 
Zs [n] AE FE Ie] F4 t ASIA Banach 空间 的 嵌 人 定理 .这 部 分 内 容 可 参阅 作者 1991 年 
和 1994 年 出 版 的 两 本 专著 . 


6.2.1 模糊 数 空间 中 的 运算 与 拓扑 结构 


定义 6.2.1 id E!-iu|u: R [0,1 MEAFG) HE: 

(i) u 是 正规 的 模糊 集 , 即 3 z € RR 使 得 w(x0)=1; 

(Gi) u 是 凸 模糊 集 ，; 

(iiu Æ EFES AN; 

(iv)[a]9= [1ER ulr) >O] = colw) 为 紧 集 (这 里 的 [wu 了 不 是 定义 6.1.9 
中 的 0 2058). V a € E! 称 为 一 维 模糊 数 (简称 模糊 数 , E! 称 为 模糊 数 空间 . 

ÉTERG)—Qv)RTEUE B V uC E, V ec (0,7) al 均 为 非 空 有 界 际 区 间 
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("4 rE(0, 1l u] 为 割 集 ). 由 此 我 们 可 给 出 用 区 间 数 表示 模糊 数 的 表示 定理 ， 
Bl 

定理 6.2.2 # uC EL, 

(V r€[0,1), Lu lr 为 非 空 有 界 闭 区 间 ; 

QYÉ Osrsrzsd [iu] [a ]^; 


(3) 若 正 数 ra BAFE 00,1), A Cu m Lu. 


反之 , 若 YrE[0,1], 3A'CR 满足 相应 的 (1) ~ (32 , 则 存在 惟一 的 = € E! 
ilu] =A, rE(0,1],H[u P= U [u]'CA". 


证 明 H z€ E! 所 具有 的 性 质 ( 介 一 (iv) ,不 难 验 证 结论 (1) 一 (3)， 
FZ EB u: R —[0,1], 
ulz) = sup|r |z € At, Vz € R. 
现 YrE[0,1], V=C A',H u Bg X z€[ul-Iz€ R|u(x)z rl, Bl ACT 
[u]. BI r€ (0,1]8F, V z€ [u]" i rsupi r| z€ A! 所 以 存在 递增 收 敏 于 
r 的 ~, 使 得 x C A*-(n-71,2,-), AAAG) z€ [A — Ar, BE] 
CA'. ik V r€ (0,1], Lu) =A ,对 [*] ,由 性 质 (1)(2) 及 上 述 记 证 知 
[ul = Lu = AA CAS = AP. 

以 下 验证 u € El. 由 性 质 (1).(3) 及 前 证 可 知 :zx 满足 定义 6.2.10). Gi). 
(iv). HHEH 6.1.19 便 知 u 的 凸 性 .证 毕 . 

有 了 这 个 表示 定理 ,我 们 可 以 在 E! 上 引入 偏 序 关 系 , 即 Y u,vEE!, 称 所 
v, H La <io], r€ [0,1], Br Sor, "Su. BEA ul uso 2 BIOS 
[u] [eT 的 左 , 右 端点 .由 此 可 自然 定义 E! 中 一 族 元 素 的 上 界 . 上 确 界 , 下 界 、 
下 确 界 等 .这 一 切 对 n 维 模糊 数 空间 E*(” 1) 是 不 能 定义 的 ,以 下 凡 与 区 闻 端 点 
有 关 的 概念 和 结论 均 不 能 推广 到 高 维 . 

定义 6.2,3 Vu,vC El,kER ,利用 定理 6.1.17 和 定义 6.1.12{ 扩 张 原 
理 ) 引 入 El 的 加 法 , 数 乘 和 乘法 运算 如 下 : 

(u + v)(x) = sup min( 4(s), v(t)), 
(bu)(z=) = u(z/b),k Z 0,(0#)(z) = dú, 
其 中 6(z)=1,x=0 于 ,so(z)=0,z 关 0 时 
(uv)(z) = sup min( u(s) ,v(1)). 

定理 6.2.4 Luv C ELEC R ,WI 

[ut v]-[u]' +[vv] = [ur +u + wr], 

[ku] = klu)" = [ut , ku) E20) RE r Ren (e 0), 
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[uu] 2 [min(u^v' ,a ,uv u v), maslu d ,ur v ,uv ,ur v)] 
证 明 Duto) =[wu]"+[w]" 为 例证 明 , 余 者 证 明 类 似 ， 
设 zELuj tlo], W|3 s0ELu] ,toE [v]" fifa sot t = x AA 
(u + o)(z) = supmin(u(s),o(z)) > min(u(so) ,v(29)) >r, 
WA rElut YV. BZ W z€ [u + 71 . WA 
Supmin(u(s),v(2)) >r, 
Br nds, ttl 
1 


min(u(s,),v(2,)) > r — PE 


H uv ERAR AGE salo Les ARATA s, T d nus | 分 别 收 敏 于 so, to. 
再 由 n.o 的 上 半 连 续 性 , 知 


min(u(so) ,'o(19)) Z min(limu (s, ) , limo(2, )) zr, 


即 有 
so € [u]' to € [o], 
H 
sg t ty = m. 
故 有 
rC€íul-[vJ. 


推论 6.2.5 E! 中 的 加 法 和 数 乘 适 算 满 足 性 质 : 

(1)#(u + o)= ku + ku; 

(2)#&((#;u)= Gu&2)u 5 

(3)24 E1220, k2220 BE (kit ko)u — kiu + bou. 

由 此 推论 不 难 推出 ,E! SR 上 的 凸 锥 . 

定理 6.2.6 Da C EL YrE[0,1], 记 w(r),w(r) 为 [u1]" 的 左右 端点 , 则 
u(r)5 u{7) 均 为 [0,1] 上 的 函数 ,有 目 满足 : 

(1)wlr) 单 请 递增 左 连 续 ，; 

(2)ufr) 单 调 递 诚 左 连续 ; 

(3)u(1)Zu(1); 

(4)u(r),G (rE r2 0 处 右 连 续 . 

反之 ,对 任何 满足 上 述 条 件 (1) 一 (4) 的 [0,1] 上 的 函数 a(r), blr) FEE 
的 wEE! 使 [uw]"=[alr),b(r)], V 7€ [0,1]. 

证 明 Yu&€E!, 由 定理 6.2.2(1) 知 4(1) 志 wu(1). 由 定理 6.2.2(2) 知 ,wr) 
单调 递增 ,u(r) 单 调 递 减 .由 定理 6.2.2(3), 对 任何 正 数 r, 递增 收 笋 于 rE (0,1], 
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Dus (AGO (1 = [lim ulr), limi(7)] 


= [u] = [u(r),u(r)], 
所 以 u(r) ,u(r) 均 为 左 连续 ,由 [uw] -TzCR [u(x)20Dla(r),u(r)f& r=0 
处 右 连 续 ， 
反之 , 设 [0,1] 上 的 函数 alr), blr) WEE COM (GO SE X [ul =[a(r), 
b(r)].r€([0.1].Wi alr), b Cr) ERRAn u] 满足 定理 6.2,2(1),(2). 我 们 
再 证 [w]" 满足 定理 6.2.2(3), 从 而 使 定理 得 征 .其 实 , 若 正 数 r, 递增 收 仑 于 rE 
(0,1], 则 由 a(r)5 b(r) 左 连续 知 lma(r,)=alr),limb(rn)=65(r), 故 


ñ [s= LG) b] = [Ema(r,), limb (rs)] 


= [a(r),b(r)] = Eu]. 
这 样 定理 6.2.2(1),(2),(3) 均 满足 ,从 而 知 存 在 惟一 的 u € E! 使 [x1"=[at{r)， 
bCr)],7€ (0,11, B 
[u] = aln r= [ima (r) ,limó(r)]. 

FAAL a 2 La(0) ,6(0)] EE. 

定理 6.2.6 是 一 维 模糊 数 E! 特有 的 表示 定理 , 它 表明 可 以 通过 [0,1] 上 的 两 
TERKEREN. 

定理 6.2.7 É E! P, E% DLE! x El->[0,+ co), 

D(u,v)= sup d Cd" Lv]"] 


1 


- , Sup max( | u(r)- vr) 1, | u(r) (70, 


其 中 dila], lo] Æ Hausdorff 度量 , 则 

(1)(E!, 吕 ) 是 完备 的 度量 空间 ，; 

(2)D(àu,av)- |Al D(u, v), ACR; 

(3) D(u * w,vt w)-7D(u,v). 

证 明 (OB d 为 Hausdorff BEEECRICE! ,DD) 为 度 重 空间 ,以 下 证 明 其 完备 性 . 
E! u, CE! X Cauchy Fl , Bü| pr 

D(u,v) = Spp max! u(r) - v(r) l, l u(r)  v(7) D, 

知 {u(r)| Iu, GHE XT =€ [0,1]29—3& Cauchy 70, AmA u(r), u(7) E48 
us (0 ORT re [0,1] SO ST u (0 u (r), FÆ ulr), ulr yE 
一 的 z€ El, H D(u, ,u)lkStT 0, 1) HE. 

(2),(3) 可 由 (az) 的 定义 及 定理 2.1.4 推 得 .证 毕 . 
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在 以 下 的 讨论 中 由 D 引出 E! 的 拓扑 结构 , 称 为 E! 的 一 致 Hausdorff 度量 
结构 . 


6.2.2 模糊 数 的 艇 入 定理 


在 这 一 小 节 中 主要 是 将 模糊 数 空间 E! 举人 到 一 个 具体 的 Banach 空间 
C[0,1]x GC[0,1] 之 中 .众所周知 , 闭 区 间 [a,5] 上 连续 函数 全 体 C[a ,5] 和 仅 有 
第 一 类 间断 点 的 有 界 函 数 全 体 D[a,5], 在 范 数 上 fi = up | fz) [下 构成 


Banach 空 间 , 这 两 个 具体 的 空间 在 数学 的 许多 分 支 中 有 着 重要 应 用 . 现在 以 C 
[0,1] 表 示 [0,1] 上 有 界 左 连续 ,对 EO DERRE, BZ :=0 和 右 连 续 的 函数 全 
体 , 则 由 定义 知 C[0,1]CC[0,1]C D[O0, 1]. B C[0,1] 在 上 确 界 范 数 是 | = 
Ep | f(z) | 下 也 构成 Banach 空间 .我 们 有 如 下 定理 : 

定理 6.2.8 ”对 任意 的 wEE!l, 记 j(u)= (u, u), 9| ; CEDE CG[0,1] x 
GC[0,1] 中 以 0 为 顶点 的 闭 凸 锥 , 且 j:El->C[0,1] x C[0,1]( 基 中 范 数 取 为 乘积 
$83 8I [| C, ll = maxt 中 ,中 :| 满足: 

(1 V u, vE El,5220,120,48 jCsu t tv) = yu) * (51 

(22V u, v€ E',D(u,v) 7 | (Qu) - jCo) | 成立, 即 7 等 距 同 构 地 将 El IK 
人 到 C[0,1] xC[0,1] 内 . 

证 明 ”由 定理 6.2.6 知 ;有 定义 , 且 Y uoc El, użu d j(u)75j (v). HE 
定理 6.2.7, 只 需 证 (1)、(2) 成 立 , 即 证 明了 定理 . 

(HEM 6.2.4 IV uo € E' RO fu +u=mu+u,u+u=u+uu,ku= 
ku,ku= ku. RU V u, o € El, 5220, 2220,74 ;( su + po) = (su + tu, su + to) = 
(sut tusuttvu)7 s(u)* (v). 

Q)Vu,vCElVH 

D(u,v)-^ Büp max( | u(r) —w(r)i,!u(r) - v(r) 1) 


= max( gyp, | Cr) = olr) V gp, l uGO = (D 0 


= maxC | «— vll. l- vll? 
= dq560-3O010l. 
证 毕 . 
进一步 有 如 下 定理 ; 


定理 6.2.9 (1);j(E1)-j(El)= (C[0,1J n V[0,1D x (C[0,1] Y 
V[0,1]), GF VL0,1] 为 [0,1] 上 有 界 变 差 函 数 全 体 之 集 ; 
Q) CE) JCED) = C[0,1]x C[0,11. 
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证 明 〈1) 由 实 变 函 数论 知 , Y FE Vv[0,1], ZE£E ED OR) RC g,h 使 f= 
g -h, B. f 8 V (人) 在 :处 (1E[0,1]) 有 相同 的 左 ( 右 ) 连 续 性 .现在 
Vf € (C[0,1] f) V[0,1]) x (C[0,1] A V[0,1]) 
有 
万, 户 EC[0.1] N V(0,1]. 
使 F= (万 , 户 ). 因 而 相应 地 有 g, hi EVE , go, h, 单调 减 使 
fi = gi — hi, f2 = gy — has 


H 
ge h € C[0,1]Ci = 1,2) 
仍 成 立 .注意 到 
f. = (ga + K) — (h; + K), 
选取 常数 K 使 
g. (1) + K > g1(1), ha(1) + K > h (1), 
由 定理 6.2.6 知 
(giga t K), (hisha + K) € j(E!), 
H 
f = (guga + K) - (hisha + K). 
ii: 


(C[0,1] N v[0,1]) x (C[0,1] N v[0,1]) C ;¿(E1) — i(E!). 
反之 ,YEIj(E!) 一 j(E!), 有 g,hEIj(E!1) 使 f=g 一 ,再 由 定理 6.2.6 知 
ÓH u, vE E! ff 
g = (u,u),h = (v, v), 
.所 以 
f= u-v,- v). 
uau, u,v, v 的 单调 性 , 知 
u- u, — v € C[0,1] N V[0,1], 
从 而 
j(E1) ~ ;(E1) C (C[0,1] N V[0,1]) x (C[0,1] N v[0,1]). 
{2) 由 (1) 及 CT0,1] x C[0,1]28 Banach 空间 知 j (El) - (E!) CC[0,1] x 
Cf0,1] .于 是 要 证 结论 只 需 证 明 
Vf € C[0,11, 3 f, € CI0,1] f) V[0,1](x = 1,2, 
使 £F, 一 致 收敛 于 六 先 证 明 
V f€ C[0,.1] X<  >0,3 
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439 0-7 £9 t € «1,7, f TED 52116 70,1, m 一 1) 上 的 振幅 小 于 
e ERR, f dide] o, 3 [3.1 | 之 一 上 不 具有 上 述 性 质 .以 此 类 推 ,存在 

[as b] [aris by] C [0,1], 6 — an < d. 
R 在 [a, ,65,] 上 不 具有 上 述 性 质 .由 闭 区 间 套 定理 ,这 些 闭 区 间 有 一 公共 点 to 
# toE (0,1], R0] f E co 处 没有 左 极 限 , 若 to=0, 则 RECRE, TI. 


MA e 1 AAR O= a om in MR FEES ne LERNTE 
1 " 
六 ,定义 
(tA); t E (tituli = 1,22," ,m(n) - 1, 
fi) = P t € [toti]. 


Riv kn r6 [0,181400 -SOILE B f, BRF S. BA f, 的 全 变 关 
mi 


n) 
之 | f(t,) flt) I< + eo, 
即 
f. € Cl0,1] N V[0,1). 
证 毕 . 

模糊 数 是 特殊 的 模糊 集 ,由 其 表示 定理 可 以 将 模糊 数 看 成 是 一 个 区 间 数 族 ,也 
可 以 用 孙 数 族 来 刻画 模糊 数 , 同 时 借助 于 紧 凸 集 的 Radstrom AEA, n 
MAS [8] 5 E [e] P] Mb liz A SURE Banach 空间 .本 节 定 理 6.2.8 和 定理 6.2.9 是 本 书 
作者 最 早 给 出 的 ,关于 n 维 模糊 数 HELE uL R" [0,1 REGE X. 6.2.1 中 的 
(i)—(iv), n 维 模糊 数 也 可 以 用 一 个 紧 凸 集 族 来 表示 ,也 可 以 有 x 维 模 糊 数 空间 
E" 到 某 Banach 空间 的 等 距 堪 入 定理 .但 由 于 一 维 模糊 数 空间 E 有 特殊 的 表示 年 
” 理 6.2.6, 从 而 可 以 有 很 多 较为 深刻 的 结果 .我们 在 这 一 章 里 ,不 叙述 n 维 模糊 数 
或 一 般 Banach 空间 上 的 模糊 数 , 而 主要 介绍 一 维 模 糊 数 ,就 是 为 了 能 更 具体 更 深 
刻 地 向 读者 介绍 这 一 方面 的 知识 . 

正 是 由 于 有 了 模糊 数 的 闭 区 间 数 族 (或 一 般 地 肾 凸 集 族 ) 表 示 定 理 , 人 们 已 越 
来 越 多 地 将 模糊 数 研 究 与 区 间 分 析 、 集 值 分 析 理 论 联系 起 来 ,所 以 人 们 通常 把 取 值 
模糊 数 的 函数 称 为 模糊 集 值 映射 ,从 而 把 模糊 集 值 映射 的 分 析 性 质 研究 转化 为 抽 
象 函数 分 析 和 集 值 分 析 问 题 . 这 就 是 下 一 节 我 们 要 介绍 的 内 容 . 


86.3 模糊 集 值 映射 


在 这 一 节 里 主要 介绍 取 值 于 模糊 数 的 函数 一 一 模糊 集 值 映射 的 分 析 学 ,包括 
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可 测 模糊 集 值 映射 (又 称 为 模糊 随机 变量 ) 及 其 等 价 刻画 ,模糊 集 人 映射 的 积分 和 
微分 等 内 容 , 为 方便 起 见 , 我 们 仍然 只 限于 一 维 模糊 数 情 形 ,并 分 别 将 Riemann 可 
Fl, Lebesgue 可 积 ,Pettis 可 积 ,Bochner 可 积 和 Lebesgue 可 测 简 记 为 R 可 积 ,上 可 
积 ,P 可 积 ,B HTBUR L. "T 


6.3.1 可 测 模 和 糊 集 值 映射 


定义 6.3.1 设 (0 Lo, p ERES RI, FIO E! 为 模糊 集 值 映射 , p CR ) 为 
R 上 的 财 区 间 数 全 体 之 集 . 若 YzrE10,1] ,已 :6D( 玉 ) 均 为 可 调集 值 映 射 ( 即 Y 
HÆ UCR ,# FUS lw F,CuO | UZ@ € wt, 见 定义 5.1.1), 则 称 下 为 
nr BBC (CUI Er F Cw) - [FCw)]. 

ike.3.2 某 些 文献 中 称 如 上 年 义 的 可 测 模 糊 集 值 映射 为 模糊 随机 变量 . 当 
(Qs, pz) 为 带 有 Lebesgue 测度 的 闭 区 间 [a,5] 时 ,下 可 测 又 称 为 是 强 可 浏 的 . 

定理 6.3.3 Ut CO. p MRAR, FOE, YAE pR) iE 

F(A)(w) = supF(ze)(z), Yw Cc n, 

则 下 列 条 件 等 价 ， 

(1)F 为 可 测 的 ; 

(2) V HE CC R ,F 1(C)(<e)3SF, Q 到 [9,41 的 可 测 函 数 ， 

(3)Y 开 集 UCR , F 1(U) Cw) A. Q 到 [0,1] 的 可 测 函 数 ; 

(4) V Ef KCR ,FT(K)(w) 为 从 Q 到 [0,1] 的 可 测 滑 数 ; 

G) V BI BILa 51, F (La, 6 DGoYAA 2 到 [0,1] 的 可 测 函 数 ; 

(6) YrEL0,1],Y 闭 集 CCR ,F71(C)C Z; 

(T)V rE(0,1],Y 闭 集 CC ,F;!(C)€ Z 

证 明 (6)=>(7),(2)=>{5) 显 然 . 

(6)9(1). REX V r€ [0,1] V HHE CCR ,Y 开 集 UCR 有 

F;(C)- ñA F/(R - CLF;IQU) = GX FZ(R — U). 
(7)=>(6) .只 须 证 F, AHWR, Ka V wen, 
Fo(w) = U Flw), 

其 中 Q 为 (0,1) 中 所 有 有 理 数 之 集 , 故 知 Fo 可 测 . 

(5)=> (3). i U AFE, MeeR 上 开 集 构造 定理 知 存在 可 数 个 闭 区 间 


[aa],2=1,2,…， 使 U= Üla bl FE F'i(U)= Ü F° l([a,,5, 1). fü 
(5) 表 明 F^ 1([a,, 5, ]) HII Se FCU) RTI. 
(3) (4). K 为 紧 集 , 记 C, = z€ R 1dG e IO € 10 71,2, W C, 


* 152 ， 第 六 章 ”模糊 集 值 分 析 初 步 


均 为 有 界 开 集 , 且 KC Ñ Co C aC Cn 712, MURY wEN, 
F-CK)(w) < inf F(C) Cw). 
# 368 0 fif FT (K) Cu) € inf F1 (C,) wo) , M F(wo) 为 上 半 连 续 的 
HJEK {Ë 
F(xup) (x9) = sup FCwo) x) 

« inf F (C) (wo) 

S T p F (0) la) 

< supFCuo)(z),n = 二 ,2，…， 
H C, 为 紧 集 ,有 CC, BE supF (wo) (z) = F(un)(z,). X Ez, I CCo IIR 
iz, KAF l WA 


FCwg) (29) 2- Tm F(uo)(z,) 
= lm sup F (wo) (z) 
> in FAC,) (un) 
> F(rwo) (zo). 


注意 到 dlra KISER x*EK, 于 是 上 式 与 P(wo)(x0) 为 F(wo)(z) 在 K 
HE ERATA. WAE 
F (K) = N F 1(C,). 

Hh FHC, BA FEKA. 

(4)2(2). t C Jy R 中 的 闭 集 , 则 CC 可 表示 为 可 数 个 紧 集 K, 的 并 ,于 是 
F-I(C)= Ü F (R). WF F- GOBSTW, & FCN. 

(4) 过 (6). 由 (4) 与 (2) 等 价 ,又 对 任何 紧 集 下 及 rE10,1], 有 

fw € G | F'(K)wu)zmri-íwe€ntiFG) 1 K Z Zi 

可 测 , 再 用 (4) 之 (2) 的 证 明 ,可 知 (4) 与 (6) 等 价 .证 毕 . 

定理 6.3.4 Y F: OQ E! 可 测 , 则 

(1)F:Q-—(E!,D)TE; 

(2) Y r€ [0,1], 1(w,x)| z€ F, (w) € x 8, Bi 2 29[0,1] E Bord RE 
体 构 成 的 c -代数 .特别 当 wz 完备 时 ,FF;0->E! MEOS 下 可 测 . 

证 明 (1)V e >0,V u € El # 
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T, = (wi D(F(w),u) < £| = du I d(E,Cu Lu) =< el. 
又 当 正 数 n HHM TF + € (0, 1 时 有 lim d (Lu ^. lu] ) = 0, Br 1 
d(F, Go) [u] )& limd(F, (w), [u]'-). rtt 


lw i a(F Co) Lu) & el 2 tw l CF, Go) Lu) <el. 


ATRO 1] ERRORES HE, En 1,2, ER Ty Ñ [o| CE, Co Lu) 
<el, EI T € wh 由 此 即 得 (1). 

(2) 由 定理 6.3.3 可知. 证 毕 . 

定理 6.3.5 车 :0 一 (EF!,DD) 连 续 , 则 下 可 测 ， 

证 明 Ye >0, Y wo € Q, BL XE ERE AE 38 0 fw wl < ë 时. 
D(F(uy),F(w))«€e. Bid DHEA w- wol < 8 BUE 

d([ F(éwg)l',LF(w)l) < e 

对 任何 C (0,1 ] p ar BL F(w) V 关于 Hausdorff 度量 连续 ,因此 F, 可 测 . 所 以 
下 可 测 . 

定理 6.3,6 设 下 :[a ,5 一 EL 则 下 列 条 件 等 价 : 

(DF uii 

(2); FL) ESB HERE A RC, a C[0,1] x CIO, 1] E BS FE n E EE METRE 
A KG fG EUG) A LANA; 

(DEU) FOSA T Be PRÉC, AEG), FG) 2; Fl), FG), 
F(:)€C[0,1]. 

(4)V r€ [0,1], EGN), FU) COA L UNRRA. 

在 证 明定 理 6.3.6 之 前 , 先 给 出 C[0, 1] EERE IRL GERE. 

引 理 6.3.7 对 于 C[0,11 上 的 任何 连续 线性 泛 函 了 均 有 如 下 的 表达 式 :存在 
v(12€ C[0,1] VI0,1], 40) € V[0,1] 使 得 


Fa) =i zCG)a6G) 23260 (n0) ~ (5) 


十 22z(b1)(u(bi) - u(b;)), 
其 中 V[0,11388[0,11 ES M AF2 8322 4k. 148,1 为 u CE) B — B ELIST sa 2 RE R 
们 分 别 记 上 式 中 三 项 为 flr), fr) f Go). 
这 个 引 娃 的 证 明 由 C[0,1] 汐 DD[0,1] 的 闭 子 空间 ,用 Hahn-Banach 定理 和 
Df0,1] 中 连续 线性 泛 尊 的 表示 定理 可 得 . 
定理 6.3.6 的 证 明 《1) 之 (4). 对 固定 >E [0,1], F, 是 闭 集 值 的 可 测 集 值 映 
射 .由 Castaing 特征 定理 (定理 5.1.3), f L HT ES ECAU S, OHER FO) = 
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[FO =1,2,--L EERE O) = inff LG FOr) = suf (r) ERIT 
EUr), FGH LA. 

(4) (3). 由 引 理 6.3.7, AUE V f X C[0, 1] EREEREER 
FAEGDFGGD FAEG AEON, FEO £ CG))8 L ,以 
下 仅 验证 F(+) 的 情形 . 


对 六 CFC), 由 S1 FUGD(QO) - 40:2 KAF fCF(5)), 且 
i=0 
Ffz)(e ) 均 工 可 测 ,所 以 (Fr) SPM. 
x FOG)D- > FUXG2YGD — u(5;)), IH PECO L TIENE 


明 可 知 ， 只 需 验证 F(t)(6+ ) 的 工 可 测 性 .其 实 ,对 任何 单调 下 降 政 人 敏 于 b, 的 rE 
[0,11, 由 F(z)(r) 对 的 单调 性 有 EF(2)(67 ) = lim FG Gr) FEREG) r) L 
WERF) ) 为 工 可 测 ， 

对 (F(t)), 由 F(z)(r) 关 于 r 的 单调 性 , Yu(r)EC[0,1] 们 Y[0,1], 有 


Stetjes 积分 | sr)dE(Gz)(r) 存在 ， 所 以 由 Sticlies 积分 理论 知 
| EGO GOdv GO ek. H 
P Erdut) =- [soar (CO + 0) COD - «(0 FGXOD. 
Bock 
FEG) = [EGO 


为 工 可 测 ,只 需 证 明 | o(r)dE(z)(r) X LWN. 


其 实 , 对 v(xr)E CL0,1] 站 VI0,1], 类 似 于 定理 6.2,9 的 证 明 ,可 以 构造 出 右 
连续 的 简单 函数 列 S.(>) 一 致 收 得 于 v (r). 从 而 由 Stieltjes 积分 的 性 质 , 有 


imf SAEN) = | wv)dF(z)(7). 又 因为 
mi] Ü 


[iS AEO) = S,G) EGD - S,(0) F()(0) - |! F0)0)45s,(r) 
= S,(1) F(z)(1) — 5,(0) F(z)(0) 


nn) 
- 31 Fa? XS, GÍ?) - SC», 
所 以 | S, COdEG C28 L STI aA f CF) X LIN, Ieir PA 
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S.{r) 的 间断 点 之 集 . 

(3) (2). HEG), (zi) 是 弱 可 测 的 , 则 对 C[0,1] x CT0,1] 的 任 一 个 连续 线 
性 泛 函 f, 存 在 C[0,1] 的 连续 线性 话机 fi, fo E GFG) = fA(F(t)) + 
FACE CO) ,进而 知 GFA L 可 测 ,所 以 j° FOTA. 

(2y>>(1). V r€ [0,1], E CERTI £ (z)==(r),=€ C[0,1), W £, X C[O,1] 
上 的 连续 线性 泛 晒 .所 以 由 JR 的 弱 可 测 性 有 OF, (Fr) L 93m, 
即 F(2)(7) 与 F(1)(r) 均 工 可 测 .对 [0,1] 中 的 任何 有 理 数 x, T 

f aalt) r) = r,FG)Xr) + 0 — r, )F(#)(r), 
则 ¿ (z)(r)289 L umi, B. 
lo, COGI za = EFCO GO , FUCO GO ] = LFGO 
于 是 对 ROPIE-JFIR UE 
CEON) = [z i LFI N U s 21 = Qo; CU). 

BIECR( FO) HUEL, LEC)" 为 可 测 集 值 映射 . 放 (zt) 可 测 .证 毕 . 


6.3.2. 模糊 集 值 映射 的 积分 


本 小 节 主 要 介绍 有 关 可 测 模 糊 集 值 陕 射 的 积分 的 基本 结果 . 

定义 6.3.8 (N, A, 4) 为 测度 空间 ,下 ;0 一 E! 称 为 是 积分 有 界 的 , 若 存在 
LURAY: N-R 使 得 YzxE[F(t)]? 均 有 |zx Ih. 

定义 6.3.9 Ut FiO- El! 是 积分 有 界 的 ,TE rEL0,1] 记 


[| Fear ] = | [PCY = || ruya: | fG) € LFGO) 为 可 测 选择 函 


数 | . 若 了 wu € E! 满 足 [u]" = || Fa] ,re [0.11 RE FET EIR, E 
| Fuya = u HEET ERRA. 
3ERR 6.3.10. d$ F;:0-=El# TC FRA, F ET 上 可 积 . 


证 明 由 Lyapunov 积分 凸 性 定理 (定理 52.6.88 5.2.82 | LFCOYàr 


= M, AR 的 非 空 紧 凸 集 ,期 为 闭 区 间 . 因 此 由 定理 6.2.2 REX 6.3.9, HAER 
M,(rE[0,1]) 满 足 表 示 定 理 6.2.2 的 {2) 和 (3). 其 实 , 设 rir; M| V € THp 


LEIDULF], 所 以 | [FC ndi D | LeG 1c, Bt M, M, (28 
R MER r BEKAF C (0,1) RI Ve TE V CFCOT - CECOT .由 于 
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[F(:)]- 39 8 R8 3, Br A [F (t)] F Hausdorff 度量 d W ëk + Pj] P< [8] 
[F(z)]". 另 外 由 FURA RAE L STBURSBEA GO BE V z€ LFGOT Ec 
ShG). BAV ELEG) xl). LEDLER) ”全 …, 于 是 由 集 
值 映射 控制 收敛 定理 (定理 5.2.9) 知 M, 关于 Hausdorff 度量 d 收敛 于 M,, 即 有 


ÑM, =M., (NAE. TEHE. 


推论 6.3.11 # F;:O0O—-( El, DER, M F TIR. 
定理 6.3.12 Ë Fi[a,5]—E! 可 积 ,cE[a,5], 则 


[ruya = [rc 十 | Popar 


证 明 由 下 在 [a,5] 上 可 积 可 知 下 在 [a,c] 和 [ce,5] 上 可 积 . 
3i V £€[0,1],25 HLF) 的 可 测 选 择 , 则 


OZ = [oa rona, 
所 以 
J'tecora c [tora » l'uecora]. 


3 —J B R gi, gz 分 别 为 [FI 在 [ea,c] 和 [c,p] 上 的 可 测 选择 , 则 定义 
fit) = gilt), t E [a,c], f(t) = gx(t),t € [c ,b]. 
则 ALEG] 在 [a,6] 上 的 可 测 选 择 , 且 


b c b 
J roa = laca + f'eta, 
所 以 
b I b 
Fiera >| [Fa «f [F(1)]ldi. 
因此 定理 得 证 , 证 毕 . 
推论 6.3.13 d Fila, b], DERM GU) = | F(s)ds 是 Lipschitz 
连续 的 ， 
UB Ytzi,t2ELa,5],t1>t2, 由 推论 6.3.11 和 定理 6.3.12, 定 理 6.2.7, 
有 
t t ti t D 
D(F as Pros)» (fra )- af [iroa] tor. 
田 外 ,由 FCORBESHER 3 L >0 使 得 
D(F(1),0) = up, d CL FCO TI, iloD < L 
对 一 切 :ELa,5] 成 立 .于 是 由 ,| [FOI 为 紧 集 知 可 找到 M >0, 使 VzE 
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Y [EOV Ls IM BUR 


DIROU AIO L(t- &). 
证 毕 . 
定理 6.3.14 dH F.Gila,b]—E' HIÉL,EC R , 则 


b b b 
«fe + G)dt = | =a: + | car; 
D] PË 
(2) jura: = a Fat; 


6 b b 

(3) DCF G) X L MRE D( Far, Ga nr. e. 

证 明 (OO)RAS DUE CO. 

WifzIn- 12,73 Ltd 1,2, 7 AALE) J REG O17 如 Castaing 
特征 定理 (定理 5.1.3) HU RR AER E 

[és OO m LEG A OT. = 6G) T a CFGOYT EGG))) 

= mex [sup inf | fx (6) — eC | ,sup int ls = la)|| 
可 测 , 所 以 
D(FG),GU)) = supd (F, (2), G, (0) 
IBI XR Lr Em —1,2,- ESTO, TUTO AR. 又 由 下 , G 积分 有 界 知 存在 世 
TRER) ,ha(z) 使 
D(F(G),GG)) < D(F(z),0)+ D(G(t),06)=< h (t) + halt), 
所 以 DIC), GU) L TRN. Xh 
a([ te) ya Lo) a) PAROV IGO d 

知 有 


Dp{| roya: Gar} sp af | trova teora) 
< sp | at FG) U6Gc)04 


= [ptt Gae iie 
EH 6.3.18. 设 F:[a,5]>El!, 则 下 询 条 件 等 价 : 
(FC) 可 积 ; 
Qj F(:)9) P RIBUS SIR 8380 ; 
(3)F(#) ,下 (#) 均 为 PP 可 积 的 抽象 函数 ; 
(AY rE], EGN), FODHA L TRKA. 
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证 明 HESA). 

(1)=>(4). HEH 6.3.6, FL) (FG) Ge SI RT Ce € [0,11 EH 
定义 6.3.8, 有 工 HTEUBERE A COME LEGO GO ES GO. | FGO CO FER COBRA 
FG). FGYGM8 L 8C € [0,1]). 

(4) 0). 所 为 [F(z)]" 的 可 测 选 择 , 则 有 F(2) COR FOOKTFGÓG), 
于 是 


[EW oa < l'a [FOr ar, 
Hn 
[iroa c [EO a l'ioc)9]. 
另外 由 L 积分 性 质 及 
[EGN dt, Fo) ra € teca, 
有 
PIRO a = [oto [fcc]. 


以 下 再 验证 "Lec? dc 可 以 确定 一 个 模糊 数 wE E! 由 定理 6.2.2, 只 需 证 对 任 
何 正 数 r, BABAT rE (0,1] ,有 
b ?一 

fif eoa Roo ]- || EOS FO a], 

其 实 ,由 
LOEO 

知 ， 

V£ € [a,b], lim F(z)(r,) = EGG limF(2)(r,) = FG). 
考虑 到 

EO) CFO) S FOr) < FG), 

再 由 Lebesgue flc HH 


Rf EC a Foe] = [im Ecce tm Foo] 


= [Fetotoae Fue]. 


fHE(2)0(3). Bj FG P ARR, Wix? Cf0,1] 的 任 一 个 连续 线性 证 函 
六 有 (0) 为 C[0,1]xC[0,1] 的 连续 线性 省 丁 , 且 
(f,0)(j * F(z)) = f(F(1)), 
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LABR AEGA P RERUMS. jg 
(0,0 ° Fu) = AFG), 

即 知 F(:)X P WRR. 

反之 , 若 F(t),F(z) 是 了 可 积 的 , 则 对 CE0,1]xC[0,1] 的 任 一 个 连续 线性 
itm f, 有 Sfo 为 C[0,1] 的 连续 线性 泛 前 使 

fG ° FG) = AEG)) + $,(F(:)), 

所 以 fG* FCOYN L BI BL iE jy*F(#z) 是 可 积 的 . 

(35). iT V r€[0,11 f.i Gn) 9 R CL0,1).EBOXE E ER IETE BR. 
所 以 出 (3) 知 YrEl0,11,ECCr) ,Er) 均 工 可 积 ， 

(4)= (3). 由 引 理 6.3.7, 不 妨 先 证 对 C[0,11 的 任 一 连续 线性 泛 困 f, 
FEE E EGO AEG) LR. 

对 fF'GECH) EIE 6.3.6 的 证 明 ,对 任意 连续 有 界 变 差 国 数 o Cr) AWA 
PRAE ES, Cr) HE 


i 1 
jz r)dS,(r) = [xt r)dvo(r) 


对 C[0,1] 上 任何 连续 线性 泛 函 zf(r) 均 成 立 .再 由 FE(i(r) 的 工 TRER 

FUOG) = JéFGOCGOS, GC) 
均 工 可 积 .另外 ,不 难 选 取 

ll Xd sdfde. 
则 因 
| FG) = maxi! F(:)(0) 1, I F(z)(1) t, 

有 

LAGGDI«IFII FO. 
注意 到 || F(z) || 是 可 积 函 数 ,所 以 由 Lebesgue 控制 收 敏 定理 即 知 


FEG) = EC)(r)aatr) 


可 积 . 
对 FC G) ,由 于 
S.(F(t)) = > FG) — u(57)) 


KAF PG) RECO GB L TRA S.P) ta L 可 积 .考虑 到 
|S.CFGOD | CV (u(z))maxl 1 EEO) 1, 1 EOX) il, 


因此 由 Lebesgue 控制 收 全 定理 知 了 (F(z)) 县 L TBR. bab Y (u (r))28 «GO 
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在 [0,11 上 的 全 变 差 . 
对 了 "(FE(E)), 由 于 对 任何 北三 收 化 于 b: 的 xr, E10,1], 有 limF(#) (rs)= 
F(z)(5?). 再 由 F(E)(r) 对 xEL0,1j 的 音调 性 又 有 
| F(z)(r,) (S maxi! F(z)(0) 1, 1 FG)QD IF, 
于 是 由 Lebesgue tiet zg FE EF (22 (57 )L 可 积 . 2840 FEG) 
形 ,再 次 利用 Lebesgue S iiic ait SREDAT. EGL 可 积 . 
另外 , 记 了 =(zlyr)=1 Cd ) ,出 


b b 
fx) = zi(r) = PEO GO = l' ceo, 


于 是 
fz) = [FEO FG) = | FEDA. 
取 
S,(0) = x(0),S,() = «(D 
n 


I 1 
Fa) = | zi(r)ao(r) = lim [ (028.0) 
= limf sr)aci(r) = lim| (FG): 
b) g” T 1 e) a ni 


= [imr Ge = FEDA. 
于 是 对 C[0,1] 的 任 一 个 连续 线性 泛 函 fH 
f) = | AE(i)a, 
类 似 地 也 有 
flz2) = | (F0))as. 
HAEG) FUE P TAM, BA 
(eco Fae) = i (| FO)ae). 


综 上 ,定理 得 证 .证 毕 . 

it6.3.16 对 一 般 的 可 测 模 糊 集 值 映 射 F2), RETS j F(0)8S B RT 
积 性 等 价 . Pim. xt 2€ [0,1], Æ% F(:)X(0)=-1,F(:)(s)= 2, 5€ (0,1], NI 
[F] =[0,F(z)X-)],F(z)(r)=0,34 c re BF.F(t)(r)=1,4 £r 时 ,于 
是 由 定理 6.3.15 知 F(t) WR. E || js F(r ^j FC) || — LEHETI 525 :, Ë 
立 , 于 是 j。 F(z) 不 是 几乎 可 分 值 的 抽象 函数 ,所 以 }* F(z) 不 是 B 可 积 的 . 
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但 当 限 制 可 测 模 糊 集 值 喘 射 F 取 值 在 EE! 的 某 些 子 类 时 ,下 可 积 件 与 }。F(z) 
的 B 可 积 性 等 价 . 


6.3.3 模糊 集 值 映射 的 微分 


设 u, vE E! EAE u C El (8 u = o + w, MRR w Auv BC Hind 
u-u. 

定义 6.3.17 Fila, b >E RIE t€ [a ,b]#bu[8k AE F (19) € E! , 
使 得 

lim F(tg + a 一 PO) ka F( to) 一 Flg 一 h) 
关于 五 1 中 的 度量 DEEKEY F (to), WREE FI FG)E to 处 的 导 
SU 当然 对 于 t=a,t= b, TERCER W SEC LT 
Fito +h) 一 F(Ctg) ,FCto) 一 Fito — h) 

均 为 (五 ) 差 . 

i£e.3.138 从 定义 可 直接 看 出 下 ; [4,45] 一 EE! TAAA V r C [0,1], 
[ F(z))”28J Hukuhara n] $c ( BR lim ([ F(t0+ h)) -LFGo1/5, lim (LFC) — 


[F (£g - h)] )/h. 关于 Hausdorff 度量 4 存在 且 相 等 ) 并 且 D [F C] = 
[E (t) ,此 处 DEF(2)]” WEF I 的 Hukuhara 导 数 . 反 之 ,有 如 下 的 结论 . 
EE 6.3.19. 设 开 :Te ,5] -~ 瑟 :满足 如 下 条 件 (a) 和 {b) M FCR) PTTR, EL: 
导数 满足 LF'(z)1]’= DI[ F(t)]": 
(2)Vt€[a,65]1, 38B>0, 使 Yh€E[0,B) 均 有 (H) 差 F(t t h) - FCU), 
F(t) - F(t- hFE. 
(WEF), 7€ [0,11—3K Hukuhera 可 微 , 即 
Vi € [a,b], V 20,18 5 0, 
使 
d(( FG + h)) - [FCO10/7A,DULF(OO]O < e, 
g(([F(z)) - [FG — h)]')/b DIFODI) € €, 
对 任何 rE10,1] 及 Ox ho 成 立 .此 处 d 是 Hausdortt 度量 , DIF) 为 
[Et 的 Hukuhara 导数 . 
证 明 Vrelo, ijh DLF(OT 的 定义 可 知 它 为 R 中 的 非 空 紧 凸 集 , 即 有 
界 闭 区 间 . 设 r&r MHR Fa), 3g2>0,8 V & C [0,8), 
[Elt + A) - [F(2))3 D [F(z + &)Y2 - [F(z)] , 
因此 D[F(:)] u ƏD[ FG). 


` 162 。 第 六 章 ”模糊 集 值 分 析 初 步 


设 正 数 r, WWW SF £€ (0,1], 则 由 条 件 (b), Ye>0 可 选取 用 >0 使 
d(([F(: + h)])” - [FG)] 27h, DULFGO]) < e 
对 任何 rE [0,1j 成 立 .于 是 由 三 角 不 等 式 得 到 : 
a(DLFG))"  DUFGOT«) 2e + TD([F(z + WI- LFCOY, 
[F(t + h)]' — [F(z)]"). 
再 由 条 件 (a) 便 有 
limd(DLFG))" DI[F(:)]5) = 0. 
因此 由 DIF] XT r 的 单调 性 知 
D[FG)) = (| D[F(2)]"-. 
€ r-0,r, € (0,1] "XH Yn ARRAT 0, 则 


DIFP 2 U DEFG)T", 
进而 
D[FG)Y D Ü D[ F(:)]". 
另外 ,由 
F (z)(0) = lim FG), F (t)(0) - limF'(r)Gr). 
便 知 


DUFG)T = ÜDIFGO)-. 


综 上 , 知 存在 v € E! fir 
[az = DLF) ,r € [0,1], 


从 而 由 (b) 即 知 
， F(t + h) — F(t) _ 
lim D ,ut |= 0. 
ied h «) 
同 理 可 证 
, F(t) — F(1 — k) _ 
lim D ,u|-0. 
impe] 
定理 得 证 .证 毕 . 


EH 6.3.20 设 下 :[a,5]->E! 可 微 , 则 

(1 YrEf0,1],FC)(r) ,Flt)(r) 均 可 微 ; 

(2)j* F(t) Fréchet WAH, HEG Fy (02) € (El). 

证 明 (DH 
[F(t + h)— F(:)])' = [EG + h)(r) - E), Fl + h)(r) ~ FG)G)] 
及 
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[F(z) - Flt- h) = EFGOGO — FG — 10000, FG) - F(z — h)(r)] 
知 结论 为 真 . 
(2) 注 意 到 ,由 
F(t 4 h)- F(G),F()- F(t — h) € E!, 

有 . 
(F(t c8) - F(:))= j ° Ft + h)— j° FGO,jCFC(D — Flt — h)) 
=j» F(z) - j° F(z — h). 

id A-jK" G) EE 
j^ Fit th); Fit HUE +R) — F 
sesama. aj- jauspen i 


= p[EG tHE Q). 


再 由 下 (2) 的 可 微 性 知 j Flt) Fréchet MM, E (;- F) ()= (F (:))€ (El). UE 
毕 . 
定理 6.3,21 iE Fi[a,5]—E!, d j° F(z) Fréchet 可 微 , 且 (j*F) (22€ 
j(E!), HU F(z) 满 足 定理 6.3.19 中 的 条 件 (a) E. F(z) 可 微 . 
证 明 由 (j*F)(t)Ej(E!), 有 F(t)(r) 关 于 单调 递增 ,F (1)(r) 关 于 r 
单调 递减 ,因此 对 > 之 ~ 有 
F(G)r)-FG(r2290,FG)G)- F'G)G) «0, 
于 是 有 B2>0 f# 0< h< 8 BF 
F(t + h)(r) - Elt thr) > F(t)(r) — F(t)(r), 
Flt + hr) - F(t + h)(r') < Fir) - F(+)( >). 
因此 >0 有 
T(r) = (F(t + h)(r) — F()(r))/Rh 
XT r 单调 递增 ， 
T,(>) = (GG + h)(r) — F(z)(r))/h 
关于 r 单调 递减 ,此 外 由 于 
F(z + h)Cr), FG + B)G)FGY)G),FG)Y € C[0,1), 
所 以 
TG), Tx (r) € C[0,1], 
特别 是 
F0) z F'G)0), 
Bp 
(FG)0) - FC)0D)' z:0, 
存在 B0,f34 0h «8 H 
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F(t + h)(1) — FG + h)(1) z FO) - F(t)(1), 
整理 后 得 
Tl) T,(1), 
从 而 由 定理 6,2.6 知 T, , T, ME- u, € E! TESI 
j(hu, + F(z)) = j;(F(t + h)), 
便 有 
uy = CF(t + h) - F(t)) 7h, 
即 
F(t +h) -— F(t) € El. 
HA 3 870,24 0< A « 8 hf 
F(t) — F(t - h) € E!, 
B] F(z) 满 足 条 件 (a). 
另外 ,由 (7* F) Ej EDAR 
u = j (G* FYG)) € E!, 
Bir 0< k < 8 if 
p(£& + h) - FO) u)= j(= + k) - EW) jt) 


_ |ua h) it FG _ . sc). 


从 而 由 ;° F(2)86 Fréchet 可 微 性 知 F(#) 可 微 且 F) =j I(GS FY'GO)- WEE. 
最 后 给 出 模糊 集 值 映射 微分 的 一 些 性 质 . 
定理 6,3.22 WE Fi[a,5]— E! 在 [a,65] 上 可 微 , 则 Yt1,t2E [a,b], t <t, 
ju€EEKE!l 使 F(t2)= F(t)) * u. 
证 明 vVsC[:,45].38(5) 20 BHO Oh Ss) CH)25 
F(s* h) - FG),F(s) - F(s — h) 


存在 . 选 
H = sí < s> < --' < s, = t5 
使 
Hs; — 8). s; + ó(s )) Li = 1, nl 
Mál], H 


(s — BCs) ,s+ 86D A Goa els) ssia + 864) 2, 
再 选取 
a; € (s; - 8C) us; + 860 CY) (saa — ECs) si 86912), 
P-d,ss-l, 


Jii 5 o; « s; ,, Bl] 
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Fsi) = F(e,) + uj = F(si) + ui + uz = F(sj) + wv; = ut u> € El. 
因此 
Flt) = F(t) + Sis = F(4) + u. 

证 毕 . 

定理 6.3.23 WE F,Gila,b]— El M,A ER, BCF + G) AF 均 可 微 , 且 
(Ft G)'(2) 7 F (t +G (O, ,(AFY(z)=AF (t). 

证 明 HEH 6.3.20,57 28 6.3.21 B4. 

定理 6.3.24. WE Fi[a,5]—E! Wi, Fia, b] >E, D) £. 

证 明 hE 6.3.20, ^ F(1) Fréchet 可 微 ,因此 j* FOER, EAA ; 是 
等 距 同 构 媒 人 算 子 , 知 F(z) 连 续 . 证 毕 . 


定理 6.3.25 UE Fi[a, bl E! 连续 , 则 YtEla,b1,G(t)= [Fyas 可 


MHG (:)= F(:). 
证 明 显然 YiE[a,5],G(zt) 有 定义 , 且 Yh>0 均 有 


ith 
GG +h) - GU) = f F(s)ds. 


再 由 定理 6.3.15, 
p [SG + h) - GG). F())= ;(&& 十 h) 一 G^ EC 


| 
= (H FO); ° Fc) 
PUE e F(s)ds — j ° ro). 


所 以 由 F(z) 的 连续 性 及 抽象 函数 的 微分 定义 ,有 


NN h 

同 理 可 证 
tim GO) Gu B) 一 F(1). 
ko" 

定理 得 证 ,证 毕 . 


定理 6.3.26 设 F;[a.8] 一 El 在 [a,8] 上 可 微 , 且 其 导数 (zt) 在 [a,51 上 上 
可 积 , 则 YsE[a,5] 均 有 


F(s) = F(a) «Fro. 
证 明 出 定理 6.2.8, RAER 
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JEG) = (Fla) + [F uya). 
由 定理 6.2.8, 定 理 6.3.15, 定 理 6.3,20 XT 
j(F(a) + [Fd = EaD) +i(| FC) 


= j(F(a)) + [icona 


= j+ FG) + G FYG)dt, 
Ix ife 88 ;* FC 
j FG) + [G ° FY()& = j ° FC), 


由 此 定理 得 证 .证 毕 . 
这 个 定理 是 微 积分 基本 年 理 在 模 糯 集 值 映射 中 的 推广 .下 一 个 定理 便 是 Rolle 
定理 的 一 个 推广 形式 . 
定理 6.,3,27 设 正 :[a,5] 一 EL 在 [a;,b] 上 可 微 , 旦 FIe)=F(b), 则 习 zE 
[a,5)f& F'(19) 2 0 .此 处 7 d] r(r) 1, rl 00r). 
证 明 HDgS6.3.2,V £C [a,b], J2RCGOC E! ff F(1) 7 F(a) * RO), 
于 是 有 
Flr) — F(A)(r) > F(a)Xr) — F(a)(r). 
类 似 地 
F(b)(r) - F(b)Xr) z Fuar) FCGO QD. 
再 由 F(a)- F(b 
F()(r) - F(z)Xr) = F(la)(») - F(a)(r), 
进而 
R(4)Xr) - R(z)Xr) = 0, 
Bi 3rG)€ R f RG)9 r(G). 从 下 (aa)= 开 (5 可 推 得 
r(a) = r(b) = O. 
由 定理 6.3.15 可 知 > Ce) n1 9 TEH Rolle 定理 ,3 19€ [a5 liE r Cto) ^0, Mf 
F'(19) = (F(a) + r(2) luz, = F Go) =Ó. 


证 毕 . 
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